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Survo-ristikko
Seppo Mustonen on viime aikoina eri lehdissi esitellyt
Survo-ristikoita: http://www.survo.fi/ristikot/ .

Tallaiset ongelmat ratkeavat, ainakin periaatteessa,
polynomien avulla.

Tarkastellaan erdstd Mustosen yksinkertaista tehtavaa
seuraavan kaavion avulla.

X % % b
X X % b,
G & G

Téssé siis parametrit b, b,, ¢, ¢, ja ¢, ovat positiivisia ko-
konaislukuja, ja haluttaisiin [6ytdd x ,..., x, siten, ettd

(% +%+% =b

X, + X% +% =h,
(1) Xt+X, =G

X, + % =G,

X+ % =C,

Lisdksi vaaditaan, ettd

(i) muuttujat x, ovat kokonaislukuja ja

(i) X # X; kaikilla i # j ja

(i) 1< % <6.

Analysoidaan ensiksi yhtdloryhm&d (1). Taéméhén on line-
aarinen yhtdloryhmi, jossa on 5 yhtdlod ja 6 tuntematon-
ta. Mutta itse asiassa kaikki yhtdlot eivét ole riippumatto-
mia. Helposti voidaan tarkistaa, ettd on vain 4 riippuma-
tonta yhtél64, ja ettd ratkaisu on olemassa vain jos

(2) b+b, =+, +,.

Jos oletetaan, ettd timd yhteensopivuusehto on voi-
massa, niin 4 yht4l64 ja 6 tuntematonta osoittaa, etti rat-
kaisuavaruus on 2-ulotteinen: 2 muuttujaa x, voidaan vali-
ta mielivaltaisesti, ja muut voidaan ratkaista nditten avul-
la. Tdssd vaiheessa ei siis ole varsinaisesti vélid mité lu-
kuja parametrit b, ja ¢, ovat. Geometrinen mielikuva on kui-
tenkin selvi: ratkaisujoukko on (2-ulotteinen) taso 6-ulot-
teisessa avaruudessa.
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Madritelldadn nyt ratkaisujoukko rationaalilukujen
Q avulla. Olkoon

= (X %o, %50 %y, %5, %) € Q@
=(bu 1€,C,,C)eQ
111000
000111
100100
010010
001001

Talloin yhtdloryhmad (1) voidaan yksinkertaisesti esittdd
muodossa Ax = d ja ratkaisujoukko on siis

L, ={xe Q°| Ax=d}.

Vastaavasti yleinen Survo-ristikko voidaan kuvata kaavi-
olla

X X X b

X(k—l)j+1 X(k—l)j+2 Xjk h<
Cl C2 see Cj

Vastaavan matriisin 4 kooksi tulee siis (K + j)x jK ja jétin
lukijalle harjoitustehtidvéksi osoittaa, ettd A:n rangi on
k+j—1.Joskus Survo-ristikoissa on lisdksi annettu val-
miiksi joittenkin muuttujien x, arvot. Koska télld ei ole var-
sinaisesti merkitystd tehtdvin matemaattisen rakenteen
kannalta, jatdn timan muunnelman Idhemmén tarkastelun
harjoitustehtdvaksi.

Palataan sitten esimerkkiin (1), ja halutaan 16yt sel-
lainen ratkaisu, joka lisdksi toteuttaisi ehdot (i), (ii) ja (iii).
Tarkastellaan tapausta, jossa parametrit b, ja ¢, on annettu
seuraavasti:

X % X 7
X, X X 14
9 8 4
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Merkitidin edelleen
N, ={1, 2,3,4,5,6} .

Mahdollisten ratkaisujen joukko voidaan ndin ollen
tulkita joukon N, permutaatioiden joukoksi, joten ratkai-
sukandidaattien lukuméérd on 6! = 720. Olkoon edelleen

@ Ve={p'....p"}cQ",

missd p’ on jokin joukon N permutaatioista, tulkittuna
avaruuden Q° pisteend. Survo-ristikon (1) ratkaisu on siis

R =LV,

Néemme siis, ettd Survo-ongelma on geometrinen: ratkai-
su on kahden varieteetin leikkaus.

Varieteetti

Varieteetilla tarkoitetaan jonkin polynomisysteemin ratkai-

sujoukkoa. Siis esimerkiksi J ={1,2} c R jayksikkokehs
S'  R? ovat varieteetteja, koska .J on polynomin
p=(Xx-1(x-2) jaS" polynomin q= x*+ y* -1 nolla-

kohtien joukko. Sen sijaan suljettu vili [0,1] = Reei ole

varieteetti.

L, on selvésti (lineaarinen) varieteetti: systeemin (1)
yhtél6t ovat (ensimmaéisen asteen) polynomeja. Mutta en-
tdpd V, minkd systeemin nollakohtien joukko se on?

Tarkastellaan selvyyden vuoksi ensin kolmen muuttu-
jan tapausta. Olkoon Q[X,,%,,%, | muuttujien x , x, ja x,
rationaalikertoimisten polynomien joukko. Kolmen olion
permutaatioita vastaava varieteetti on

Vv, ={(12,3),(13,2),(2,13),(231),(312),(3 21} c Q%
Koska x, on joko 1, 2 tai 3, niin selvisti taytyy pated

(% =D(x% =2)(% =3) = X’ —6x° +11x -6=0

kaikilla 7. Siis jos médritellaén

V, ={0%,%.%) [ -6% +11% ~6=0,i =123},

niin selvasti \73 on varieteetti ja V, \73 . Varieteetissa

\73 on 27 pistettd, joten se on liian iso; tarvitaan lisdd yh-
taloitd, jotta padstéén varieteettiin V.. Pieni miettiminen
johtaa yhtdloon X, + X, + X, —6= 0, mutta timikéén ei
vield riitd. Jatdn lukijalle harjoitustehtdvaksi laskea kuinka
monta pistettd on varieteetissa
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X2 =63 +11x, —6 =0
X2 =62 +11x, —6 =0
X2 —6X2 +11%, —6=0
X—X%+%—-6=0

Tarvitaan siis vield lisdd informaatiota. Jatin taas luki-
jalle harjoitustehtiaviksi osoittaa, ettd seuraava systeemi
antaa oikean varieteetin:

X —6x +11x —-6=0
(4 Va: 9% =%+ —6(x +3) +11=0.
X +X%+%—-6=0

Huomattakoon, ettd tehtdvidn symmetriasta johtuen
muuttujia voidaan permutoida ylldolevassa systeemisséd
varieteetin pysyessd samana. Siis eri polynomisysteemeil-
14 voi olla sama varieteetti. Tdmén takia varieteetteja on-
kin parasta tutkia ideaalien avulla.

Ideaali

Matematiikan ala, joka tutkii varieteettien yleisid ominai-
suuksia, on nimeltddn algebrallinen geometria; varietee-
tit ovat geometrisia olioita ja ideaalit ovat niitten algebral-
lisia vastineita.

Tarkastellaan polynomirengasta Q[X,,...,X,] - Rengas
on joukko, jonka alkioille on médritelty seké yhteen- ettd
kertolasku. Renkaan @[Xl,...,xn] osajoukko Z on ideaali,
jos

D OeZz,
2 feZ,geI=>f+geZ,
@ feQ[x,...x],.9e Z= fge T.

Ideaalien hyodyllisyys perustuu siihen, ettd ne (ldhes)
vastaavat yksikésitteisesti tiettyjd varieteetteja. Téssa ei
ole mahdollista muotoilla titd tarkemmin, mutta kirjassa
Ideals, varieties and algorithms [1] asia késitellddn pe-
rusteellisesti ja ymmadrrettivisti. Todettakoon vain, ettid
taman kirjoituksen kannalta voidaan ajatella, ettd tiettyd
varieteettia vastaa yksikésitteinen ideaali, ja vastaavasti
tiettyd ideaalia vastaa yksikésitteinen varieteetti.

Tarkastellaan vaikkapa varieteettia V' ja sitd vastaavaa
polynomisysteemid (4). Merkitddn edelleen

f,=x —6x’ +11x 6,
f, =X + %%+ —6(% +X,) +11 ja
f,=X+X+%—6.
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Talloin varieteettia V. vastaava ideaali on

I,={f e Q[x.%.%]| f =af +a,f,+af, a8 Q[x,%,x]].

Sanotaan, ettd 7, on polynomien f; virittdmd ideaali, ja
tille kiiytetddn usein merkintdd Z, = < f, Ty, f3> . Télle ide-
aalille on toinenkin ”luonnollinen” virittdjdjoukko eli kan-
ta.Olkoon g, = f,, g, =x*+x¢ + X, —14ja

g; = X+ + X, —36; voidaan osoittaa, ettd

7, =<f1- fz' f3>=<gl’92’g3>'

Samanlainen tulos pitee yleisestikin. Ensin tarvitaan kui-
tenkin muutama merkintd. Olkoon

N,={12...,n}.
Tarkastellaan varieteettia
v, ={p"..p"}cQ",

missd siis jokainen p’ vastaa tiettyd joukon N, permutaa-
tiota. Edelleen médritelldén kertoimet @, , seuraavasti:

(x—l)---(x—n):iak,nxk.

Erityisesti siis &,, =1, a,_,, = —zin:li =-n(n+1)/2ja
8y, = (=1)"n!. Olkoon nyt M ° summa kaikista monomeis-
ta, jotka ovat kertalukua s ja joissa esiintyy muuttujia
Xy..., % . Siis esimerkiksi

M; =X+ X+ X +X,,
M3 =X+ X%, + %% + .

Olkoon vield
B, =1+2+--+n
jaméadritelldan seuraavat polynomit:

fk = M:—k+1+an—l,nM::li--*—l—i_'“+ar|—k+1,nM:rI|-—k+l+an—k,n = O'
k=1...,n,
Ok :zxz( _bk,n' k=1...,n.
(=1
Erityisesti f, = g,ja f, =(x —1)---(x —n). Systeemin (4)

kanta voidaan nyt yleistdd mielivaltaisen monen muuttujan
tapaukseen seuraavasti:

Lause 1. Varieteettia V vastaava ideaali on

Z,=(f,...f)=(0,....9,).
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Itse asiassa en ole tétd lausetta oikeasti todistanut, enkéd
tiedd mistd todistuksen voisi [6ytdd. Jatankin lauseen to-
distamisen haasteeksi lukijalle. Kuitenkin laskut, joilla olen
Survo-tehtédvid ratkonut, ovat perustuneet tdhian lausee-
seen; tarkemmin sanoen olen kéyttényt polynomien f, avul-
la méadriteltyd kantaa. Lause on siis tullut todistettua esi-
merkin avulla. Sivulta http://www.maths.uwa.edu.au/
~berwin/humour/invalid.proofs.html 16ytyy monia muita
hyodyllisid todistustekniikoita.

Palataan sitten tehtdvain (1) ja sithen miké on systee-
mii (3) vastaava ideaali. Soveltamalla lausetta tapauksessa
n = 6 saadaan polynomit

f, = X° — 21X +175x" — 735x +1624x2 —1764x, + 720,
fo=MS—2IM? +175M 3 — 735M 2 +1624M: —1764,
f,=M$—2IM3+175M 2 — 735M } +1624,
f,=M?—2IMZ +175M} — 735,

f,=M2-2IM}+175,

f=0 =X +X%+X+X+X+% -2,

9, =%+ +X + X + X + x5 — 9L,
s = X 3G +G + X+ +X; — 441,
O, =X+ +X + X + X + X —2275,
Os =X +X +X + X + X + X —12201,
Os = X0+ X0 + X + X0 + X + X —67171.

Merkitddn edelleen systeemissé (1) olevia polynomeja
symboleilla @,...,0s. Siis varieteettia L vastaava ideaali
on

T, = (0% G, U G)-

Koska ratkaisuvarieteetti on kahden varieteetin
leikkaus, niin pienen miettimisen jalkeen voimme péételld,
ettd ratkaisuvarieteettia vastaavan ideaalin kanta saadaan
vhdistdimdlld komponenttien kannat:

®) IR6 :<0uqu!q31q4!q5’ f1' fz! fsv f4' f5' f6>'

On siis saatu muotoiltua tehtdvi siten, ettd ratkaisua
kuvaa ideaali, jonka kannassa on yksitoista kuuden muut-
tujan polynomia. Paillisin puolin nayttéisi silté, ettd tehté-
vid on muotoiltu oudolla tavalla uudelleen, mutta itse tehtd-
vin ratkaiseminen ei ole juurikaan edistynyt. Mutta toi-
saalta tiedetddn, ettd tehtdvilld on yksikisitteinen ratkaisu,
eli varieteetti R on yksi piste. Mutta téll6inhdn

(6) To =(% —ay,% — 8, X — 8y, X, —8,, % — 8, % — ),
missd vakiot a, antavat tehtdvén ratkaisun. Pitdisi siis jo-
tenkin ldhted liikkeelle kannasta (5) ja paétyd kantaan (6),

josta ratkaisu voidaan suoraan lukea. Tdm4 vaikuttaa edel-
leen hankalalta, mutta 60-luvulla Buchberger 16ysi algorit-
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min, jolla jokaiselle ideaalille voidaan laskea Grébner-
kanta (Grobner oli Buchbergerin viitoskirjan ohjaaja).

Grobner-kannat

Ideaaliteorian yhteydessé kannalla tarkoitetaan mita ta-
hansa ideaalin virittavad joukkoa; Grobner-kanta tayttaa
lisdksi erditd muita kriteerejd, joihin nyt ei voi sen tarkem-
min puuttua. Tarkastellaan kuitenkin eréstd ongelmaa, jos-
sa Grobner-kantojen hyddyllisyys tulee esille. Erds las-
kennallisen ideaaliteorian perustehtdvi on selvittdd kuu-
luuko annettu polynomi ideaaliin | = < fleen fm>. Keskei-
nen tulos on, ettd tdimid voidaan algoritmisesti testata, jos
{f,,..., f.,} on Grobner-kanta. Koska Buchbergerin algo-
ritmilla voidaan puolestaan laskea Grobner-kanta, niin on-
gelma voidaan ratkaista, vaikka ideaalia ei alunperin olisi
annettu Grobner-kannassa. Vastaavasti monissa muissa-
kin laskennallisen ideaaliteorian, tai ehké pikemminkin las-
kennallisen algebrallisen geometrian ongelmissa, Grob-
ner-kannat ovat erittdin hyodyllisig.

Huomattakoon, ettd annetun ideaalin Grébner-kanta ei
ole yksikasitteinen, vaan riippuu valitusta monomijdrjes-
tyksestd. Téssd ei kuitenkaan voida mennd sen syvem-
maélle ndihin jdrjestyksiin; niihin voi perehtyé jo edelld
mainitun kirjan Ideals, varieties and algorithms avulla [1].

Nykyéddn yleiskdyttoisissd symbolisen laskennan oh-
jelmistoissa on jo jonkinlainen Grébner-kantojen toteutus,
mutta jos haluaa enemmin tehoja ja mahdollisuuksia, niin
on olemassa myds useita ohjelmistoja, jotka ovat erikois-
tuneet polynomilaskentaan. Seuraavissa laskuissa olen
kéyttanyt Singular-ohjelmistoa [2], [3].

Kun nyt mééritellddn Singularissa ideaali (5), ja laske-
taan Grobner-kanta tietyn monomijarjestyksen suhteen,
niin vastaus on

Tp = (% —4% —2,% 1% —5% —6,% —3).

Grobner-kanta on siis haluttua muotoa (6), josta vastaus
voidaan lukea suoraan!

Kun sitten siirrytdén vaikeampiin tehtdviin, niin tarvit-
tavien polynomien kertoimet, siis parametrit a, , kasvavat
varsin nopeasti. Lisdksi Grobner-kantojen laskennassa
vilituloksissa esiintyvit polynomien kertoimet saattavat
kasvaa arvaamattoman paljon. Kannattaa siis siirtya dcd-
rellisiin kuntiin.

Airelliset kerroinkunnat

Survo-ongelmissa on se laskennallisesti miellyttdva omi-
naisuus, ettd etukéteen tiedetddn jokin ylé- ja alaraja rat-
kaisulle. Tétd voidaan hyodyntdd seuraavasti. Olkoon

7,={01,...,p-1,
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missé p on alkuluku. Laskutoimitukset Z , :ssd médritel-
1adn modulo p: siis jos yhteen- tai kertolaskun tulos on
suurempi kuin p— 1, niin jaetaan p:114 ja otetaan jakojdén-
nos. Siis esimerkiksi

7,:3-5=1,
Z,,:4-8=10.

Niinhén voidaan médritelld vaikka p ei olisikaan alkuluku.

Alkulukuominaisuutta tarvitaan, jos halutaan médritelld

kadnteisalkio. Jos p on alkuluku, niin kaikille

O#ac Z,onolemassa a ' € Z o siten, ettd aa™ =1; esi-

merkiksi 3 ja 5 ovat toistensa kéénteisalkioita Z .
Tarkastellaan hiukan vaikeampaa Survo-tehtavaa

X X X 8
X X% X% 15
X X X 22
11 13 21

Téssd tapauksessa on luonnollista valita Z ,,, koska 23
on pienin alkuluku, joka on suurempi kuin tehtdvéssd an-
netut parametrit. Nyt varieteettia V/, vastaavat yhtalot tu-
levat paljon yksinkertaisemmiksi siind mieless, ettd ker-
toimet eivit ole isoja. Esimerkiksi

fo=(4 =D (x =9 =% +X +19x  +3¢ +5¢ +8¢ + X +17x +12

Onneksi Grobner-kannat ovat hyvin mériteltyji ja
Buchbergerin algoritmi toimii my6s dérellisten kuntien ta-
pauksessa, joten tehtdvin ratkaisu saadaan paljon tehok-
kaammin kuin rationaalilukujen kunnan tapauksessa. Kun
sitten muodostetaan yhtélot tehtdville (7) samaan tapaan
kuin tapauksessa (1), niin ratkaisua kuvaa ideaali Zg ,
joka on tédsmélleen analoginen ideaalin Zg kanssa (5).
Tassd tapauksessa Singular antaa Grobner-kannaksi

Iy =<X1_3'X2_1X3_4vx4—2.>‘5—5,)<5—8,)(7—6,x8—7,x3_9>_

Survo-tehtdvit voidaan siis edelld kuvattuun tapaan
ratkaista systemaattisesti. Mutta mik on timan ratkaisun
vaativuus?

Laskennan vaativuus

Laskennan vaativuusanalyysissé ajatellaan, ettd on jouk-
ko tietylla tavalla parametrisoituja tehtivig, ja halutaan
tietdd miten tehtdvdn hankaluus muuttuu parametrien
funktiona. Erds perusteellisesti analysoitu tehtdvdluokka
ovat lineaariset yhtaléryhmét, parametrina on tuntematto-
mien lukumaérd n, ja tiedetddn, ettd kéytettdessd Gaussin
eliminointia tarvitaan O(r®) aritmeettista operaatiota. Mer-
kintd O(n*) tarkoittaa, ettd kun » kasvaa, niin operaatioit-
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ten lukumird on cn® +b(n) , missi ¢ on vakio ja funktio 5
kasvaa hitaammin kuin 7.

My6s Survo-tehtivisséd luonnollinen parametri on
muuttujien méérd n. Koska V on dérellinen joukko, niin
ratkaisu saadaan periaatteessa kdaymalld lapi kaikki #!
vaihtoehtoa; tdman algoritmin vaativuus on siis O(n!).
Koska funktio »! kasvaa erittdin nopeasti »:n funktiona, ei
téstd algoritmista ole paljoa iloa.

Mika sitten on Grobner-kantoja kdyttavén algoritmin
vaativuus? En osaa tdsmillisesti vastata, mutta tunnettua
on, ettd Grobner-kantojen laskennan vaativuus on ylei-
sesti ottaen huono. Tdhén voidaan osittain vaikuttaa va-
litsemalla ’sopiva” monomijérjestys, mutta toisaalta ei
osata sanoa mikd olisi kuhunkin tilanteeseen parhaiten
sopiva jdrjestys. Grobner-kantojen vaativuusanalyysi on
siis edelleen osittain avoin ongelma. Lisdksi laskennan
vaativuudessa pitdisi ottaa huomioon myds muistitilan
tarve. Edelld kuvattu siirtyminen dérellisiin kuntiin auttaa
oleellisesti pienentdmaén tatd tarvetta. Mutta myos tarvit-
tavien monomien mdérd kasvaa varsin nopeasti. Merki-
tddn termissd M ° olevien monomien lukumiérad #M °:114.
Talloin

s _ (r+s-1)!
Tosl(r-!
jaesimerkiksi
_ 16!

#ME == =12870,
g8l

s _ 50!
L 05125

=126410606437752 = 1,26-10".

Kéaytdnnossd pystyin kannettavallani varsin helposti rat-
kaisemaan tehtdvin

6% X X 24
X X% X X% 15

X X X3 X 39
21 10 18 29

Tosin téssd en laskenut niin suoraviivaisesti kuin aiem-
missa helpommissa esimerkeissd, mutta kaikki vilivaiheet
olivat pelkéstddn laskennallisen ideaaliteorian perusalgo-
ritmien kayttod, enkd kiyttdnyt mitddn loogisella paittel-
ylld saatua lisdtietoa. Sen sijaan tehtdvéssd

X X% X % 3l
X X X X 36
X X Xy X, 32

X X X5 X 17
51 42 26 17

kannettavani hyytyi muistin vihyyden takia. Téssé tehté-

ARKHIMEDES 2/2007

vissd tarvitaan polynomia f;, jossa on

!
1+ #Mg+#MS +--+#M :£:24310

monomia. Nyt voisi kokeilla laskemista Lauseessa 1 maini-
tulla toisella kannalla; polynomien g, termien mééréhén on
pieni. Valitettavasti timd ei auta silld vélituloksissa esiin-
tyvien polynomien monomien lukumééré on edelleen hy-
vin suuri.

Mutta Survo-ongelmahan olikin oikeastaan asetettu
huviksi, Sudokujen tapaan. Siis timmdginen laskennan
vaativuusanalyysi ei oikeastaan “kuulu” alkuperdiseen
tehtdavénasetteluun. Kuitenkin jos jonkin tehtdvan mate-
maattinen rakenne on liian selke, niin tehtdvi viistamit-
td menettdd mielenkiintoaan arvoituksena. Esimerkiksi jo
hyvin kauan sitten lehdissd on ollut seuraavanlaisia teh-
tavid:

(wl) Kauppiaalla on kolme purkkia. Purkkien tilavuuk-
sien summa on 5. Ensimmdiinen purkki on 2 kertaa isompi
kuin toinen, ja toinen purkki on 3 kertaa isompi kuin kol-
mas. Mitkd ovat purkkien tilavuudet?

(w2) Kauppiaalla on kolme purkkia.

3465669

Purkkien tilavuuksien summa on 13487

345634 . . .
———— kertaa isompi kuin toinen.
57867 ertaa isomp en,

1299291
4039103

Ensimmainen purkki on

jatoinen purkki on kertaa isompi kuin kolmas.
Mitkd ovat purkkien tilavuudet?

Ensimmadisen tehtdvén voisi kuvitella laskevansa
pédssédlaskuna, mutta toinen on (ainakin minulle) liian
”vaikea”. Mutta jos on padssyt matematiikan opinnoissa
siihen asti, ettei endd pelkdd merkitd tuntemattomia kirjai-
milla, niin heti huomaa, ettd molemmissa tapauksissa ky-
seessd on kolmen lineaarisen yhtdlon ryhma, ja tehtavat
ovat siis tdssd mielessd yhtd vaikeita.

Survo-ristikoilla on mielestdni samanlainen vika: kaik-
kien tehtdvien rakenne on sama, laskennan vaativuus
vain kasvaa muuttujien méiéran kasvaessa.
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