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Seppo Mustonen:

TILIASTOLLISISTA MONIMUUTTUJAMENETEIMISTA

Tilastollisen monimuwttuja-analyysin (Statistical Multivariate Analysis)
teoria on kehittynyt rirnman nuiden tilastollisten tutkimusmenetelmien kanssa,
Useimmat nykyisin kHytdssi olevista monimuuttujamenetelmisti ovat saaneet
alkunsa 19%0-luvulla 1ldhinnd R. A, Fisherin, Hotellingin ja Thurstonen an-
siosta. Kuiterkin vasta viime vuosina ne ovat tulleet yleisesti tunnetuiksi,
silla etupddssd laskuteknillisistZ hankaluuksista johtuen ei ole aikaisem-
min ollut mahdollista soveltaa n#@itid menetelmiz ainakaan laajoissa tutkimuk-

sissa.

1. Multinormaalijakautuma

kautuma. Keskustelut monimuuttujamenetelmien kelpoisuudesta erilaisissa
sovellutuksissa johtavatkin tavallisesti pohdintaan multinormaalisuusoletta-
muksen oikeutuksesta., Periaatteessa olisi tietenkin mahdollista rakentaa
monimuuttujamalleja muidenkin moniulotteisten todenn#kdisyysjakautumien poh-
jalta tai yleisemmissad muodossa, mutta tdllaiset yritykset ndyttivit olevan

ylen harvinaisia. Syitd vallitsevaan tilanteeseen on-helppo luetella.

i1.1l. Samalla tavalla kuin normaalijakautumalla on keskeinen asema jat-
kuvien yksiulottelsten todennidkdisyysjakautumien joukossa todenndkdisyys-
laskennan keskeisen raja-arvolauseen ansiosta (ks. esim. Elfving //6//
s. 75, Cramér //5// s. 231), myos multinormaalijakautumaa voidaan pitid eri-
koisasemassa jatkuvien moniulotteisten jakautumien joukossa (Cramér //5//
s. 316), Kiytannon tutkimuksissa on usein "hyvd syy uskoa", ettid jakautuma

on ainakin likipitden multinormaalinen.

1.2, Muulla kuin "hyvalli uskolla" ei multinormaalisuusolettamusta voi
Juuri k&yttdd, sillid on erittidin vaikea osoittaa esim., ettd annettu otos
on kotoisin multinormaalisesta perusjoukosta. Yhteisjakautuman multinormaa-
lisuutta el nimittdin takaa yksistdzan kunkin erillisen muuttujan normaali-
suus. Onpa jopa niin, ettei edes kahden normaalisesti Jjakautuneen muuttujan
keskindinen korreloimattomuus ole riittidva ehto multinormaalisuudelle

(Anderson //3// s. 37).

1.3. Teoreettisissa tarkasteluissa hallitaan tilanteet paremmin, jos

multinormaalisuusolettamus on tehty. Tdhidn on syynd paitsi multinormaali-



Jakautuman siisti analyyttinen rakenne myds sen ainutlaatuinen yksinker-
taisuus mm. siind mielessid, ettd multinormaalisesti jakautuneiden muuttu-
Jien korreloimattomuudesta seuraa aina niiden keskindinen tilastollinen
riippumattomuus. Tdmdhdn pitdid yleisessid tapauksessa paikkansa vain pidin-

vastaisessa suunnassa - riippumattomuus implikoil korreloimattomuuden,

1.4, Multinormaalisuustapauksessa tarkastelut ovat lisdksi sik#li hel-
pompia, ettd jakautumen madrittamiseksi riittdd, jos tunnetaan parametreina
muuttujien keskiarvot ja kovarianssimatriisi (yhtdpitévidsti keskiarvot,
keskihajonnat ja korrelaatiot), TH1l5in myds jakautuman parametreja esti-

moitaessa ei tarvitse laskea toista kertalukua korkeampia momentteja.

1.5. Pdinvastoin kuin esim. normaalisuuteen perustuvat tilastolliset
testit useat monimuuttujamallit eivdt liene kovinkaan herkkid sille, ettd
kdytannossd esiintyy suuriakin poikkeavuuksia multinormaalisuudesta, Tidmd
Johtunee l¥hinnid siitd, ettd nidmd mallit muuttujayhdistelyjen kautta yleen-
sd ldhentidvat tutkittavaa aineistoa multinormaalijakautuman suuntaan. Niin-
pd esim, erotteluanalyysia on voitu menestyksellsd soveltaa tilanteessa,

Jjossa useimmat muuttujat olivat melkeinpd dikotomisia (Mustonen //9//).

2. Monimuuttujamenetelmit

Oletetaan, ettd tarkasteltavana on p satunnaismuuttujaa Xl’x2”"’xp y
Jotka yhteisesti noudattavat multinormaalijakautumaa parametrein y , & .
(won px1l vektori, joka muodostuu muuttujien keskiarvoista ja £ px p
matriisi, jonka alkioina ovat muuttujien varianssit ja kovarianssit.)

Tavallisestl jakautuman parametrit joko kokonaan tai osittain ovat tun-
temattomia ja ne joudutaan estimoimaan otoksen avulla, mikd merkitsee empii-
risten keskiarvojen, keskihajontojen ja korrelaatioiden laskemista.

Monimuuttujamenetelmien tunnusomaisimmaksi piirteeksi voidaan lukes, ettd
tarkastelu kohdistuu paitsi kunkin muuttujan omaan vaihteluun mySs muuttu-
Jien keskindiseen vaihteluun, joka multinormaalitilanteessa kuvastuu tyhjen-
tyvasti muuttujien vElisissi korrelaatioissa.

Monimuuttujamallien teoriaa on hankala esittdid tdysin yhtendisessid muo-
dossa niin, ettd kaikkien eri menetelmien ominaisuudet voitaisiin ottaa
esille teorian erikoistapauksina. Ainakin yksi yritys, lghinnd informaatio-
teoriaan nojautuen, on tehty (Kullback //8//). Tissd yhteydessi tyydyn kui-
loin ylelnen selostus vain hyvin vajanaisesti valaisee kunkin menetelmén

taustaa ja menetelmien vdlisi# yhteyksiz.



Tilastolliset monimuuttujamenetelmdt jaetaan yleens#d kahteen pddryhmizzn:
I Yhden muuttujan menetelmien yleistykset
IT Versinaiset monimuuttujamallit

T ryhmin menetelmilld on kullakin oma vastineensa yhden muuttujan teo-
riassa, Erikoisesti normaalijakautumaan perustuvat tilastolliset testit
ovat helposti yleistettdvissid useita muuttujia koskeviksi, Niinpd esim,
t-testi, jolla perusmuodossaan testataan normaalisen muuttujan keskiarvoa
u koskeva hypoteesi u = My 2 vleistyy multinormaalisuustilanteessa
Hotellingin Tz-testiksi, Jossa testattava hypoteesi on muodollisesti sama,
mutta koskee nyt keskiarvovektoria p (testataan siis hypoteesi: kaikkien
muttujien keskiarvot ovat annettuja lukuja) (Anderson //3//, Chapter 5).

MyOs useilla tunnetuilla yhden satunnaismuuttujan tilastomatemaattisilla
malleilla, kuten varianssi- ja regressioanalyysilla, on omat vektorimuuttu-
jia koskevat yleistyksensd (Anderson //3//, Chapter 8).

ITI ryhman menetelmzZt, jotka ovat vailla vastinetta yhden muuttujan teo-

riassa, voidaan tulkita helpoimmin muuttujakuvauksiksi, joissa kuvaus vali-

taan siten, ettd mielenkiinnon kohteena olevat ominaisuudet tutkittavassa
aineistossa saadaan parhaiten esille. Monimuuttujamalli on yleensi viival-
linen, jolloin malli on muotoa

I

Vp = 8o1%) + 8ppKp T oeee T ALK

= a s
ym lel + am2X2 + + ampxp

ell matriisimuodossa y = Ax . Tissd muuttujat xl,xg,...,xp (muttujavek-
tori x ) ovat havaittavia muuttujia, muuttujat VysVpsenesV (muuttujavek-
tori ¥y ) uusia ns. "piilomuuttujia" ja kertoimet aij (kerroinmatriisi A)
mallin parametrit, "lataukset", jotka tHsmentidvit kuvauksen havaittavilta
maiuttujilta piilomuuttujille.

Joskus (esim, faktorianalyysissa) on parempi muodostaa malli toisinpiin,
siis kuvauksena piilomuuttujilta havaittaville muuttujille, jolloin tulee
mahdolliseksi ikdinkuin lajitella piilomuuttujia jo mallia rakennettaessa
(faktorianalyysissa jako: common factors - unique factors).

Mallia muodostettaessa on luonnollisesti tdrkeint# kuvauksen A valinta,
Yleisesti voidaan sanoa, ettd valinta perustuu kahdelle pHavaatimukselle

1° m < p,

20y "parempi kuin" x .



Ensimmidinen vaatimus on jarkevd jo kuvauksen ekonomian kannalta, Li-
sdksi on ilmeistid, ettd m:n ollessa huomattavasti plenempi kuin p (esim.

p = 50, m = 3) multinormaalisuusolettamus piilomuuttujien kohdalla on oikeu-
tetumpi kuin havaittujen muuttujien kohdalla.

Toisen vaatimuksen ilmaisemaa paremmuutta vol edustaa esim.

a) jokin tilastomatemaattinen ominaisuus

esim, padkomponenttianalyysissa kuvaus A valitaan siten, ettd uudet
muuttujat y (pddkomponentit) kukin vuorollaan sitovat itseensd
mahdollisimman suuren osan havaittujen muuttujien x kokonaisvaih-
telusta ja ovat lisiksi korreloimattomia.

b) tulkittavuus

esim, faktorianalyysin rotaatiovaiheessa pyrkiminen "simple structure”
-periaatteella ilmeikkdisiin faktoreihin (Thurstone //11//).

On kuitenkin huomattava, ettd silloinkin, kun kuvauksen valinnan ensi-
arvoisena perusteena ei ole paremmuus tilastomatemaattisessa mielessd, pyri-
tidn paremmuuden tavoittelu palauttamaan tdhidn (esim, analyyttiset rotaatio-
menetelmat faktorianalyysissa), miki vihentdid tulkittavuus-periaatteeseen
helposti liittyvad subjektiivisuuden vaaraa, Vaatimus 2° johtaakin yleensa
siihen, ettd kuvaus A joudutaan mazdrddimddan matemaattisen optimointitehtiHvan
kautta, joka yleensd on jokin kovarianssimatriiseihin liittyvd ominaisarvo-

tehtiva ja tdten laskennallisesti suuritdinen.

3, Esimerkkejsd

Paakomponenttianalyysin periaate on selostettu edelld, Tehtdvanid on

siis siirtdd muuttujien x kokonaisvaihtelu voimakkuusjirjestyksessd uusil-
le muuttujille, paszkomponenteille y (Anderson //3//, Chapter 11).

FPaktorianalyysi on. itse asiassa usean monimuuttujamallin yhdistelmid.

Sen faktorointivaihe tulee ldhelle piddkomponenttianalyysia. Erona kuiten-
kin on, ettd faktoreille y ei siirretd muuttujien x kokonaisvaihtelua,
vaan ainoastaan se osa tdstd vaihtelusta (keskinZinen vaihtelu), joka on
yhteistd kahdelle tai useammalle x-muuttujalle. Voidaan sanca, etti pii-
komponenttianalyysi on menetelm#nd varianssiorientoitu, kun taas faktori-
analyysi on kovarianssiorientoitu,

Rotaatio on faktorointivaiheen pchjalle rakentuva monimuuttujakuvaus,
Jossa, kuten edelld todettiin, analyysin tulokset pyritiddn saattamaan tul-
kinnan kannalta edulliseen muotoon (Harman //7//, Thurstone //11//).

Faktorianalyysiin lgheisesti liittyvisti monimuuttujamenetelmisti mai-
nittakoon viel:d faktorianalyysitulosten vertailumenetelmi, transformaatio-
analyysi (Ahmavaara //1//, //2//).




paamddrind on 10ytdd kummastakin ryhmastad sellaiset yhdistetyt muuttujat,
ettsd aina pareittain ndiden yhdistettyjen muuttujien, kanonisten muuttujien,
valiset riippuvuudet ovat korrelaation mielessid mahdollisimman suuret mutta
muuten niiden vdliset korrelaatiokertoimet ovat nollia, Kanonisessa ana-
lyysissa yritetididn siis 10ytidd "paras yhteys" kahden muuttujaryhmin vialilla
(Anderson //3//, Chapter 12).

Erotteluanalyysissa (diskriminaatiocanalyysissa) on vuorostaan kaksi tai

set yhdistetyt muuttujat, diskriminaattorit, jotka parhaiten kuvaavat ryh-
mien vdlisii eroja. Erotteluanalyysiin liittyvat ldheisesti luokittelu-
menetelmat, jolden tehtdvanid on osoittaa kullekin tutkittavalle yksildlle,
esim, alkaisemmin suoritetun erotteluanalyysin pohjalla, ryhmi#, johon yksild

ldghinnd kuuluu (Rao //10//, Cooley-Lohnes //4//, Chapters 6, 7).
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