
RESEARCH REPORT 

DIGRESS10ANALYYSI 
Heterogeenisen h a v a i n t o a i n e i s t o n 

s o v i t t a m i n e n 
v a i h t o e h t o i s i i n r e g r e s s i o m a l l e i h i n 

Seppo Mustonen 

No. 2 tammikuu 1976 

DEPARTMENT OF STATISTICS 
UNIVERSITY OF HELSINKI 

SF 00100 HELSINK110 FINLAND 



1. Johdanto 

Heterogeenisen a i n e i s t o n ilmaantuminen e m p i i r i s e e n tutkimukseen, 
jossa t u t k i j a odottaa saavansa yhteisjakaumaltaan k a u n i i n , y k s i -
huippuisen otoksen, e i yleensa o l e i l a h d u t t a v a i l m i b . Onhan 
h a v a i n t o a r v o i h i n v a i k u t t a n e e t t a l l b i n j o t k i n ennaltaodottamatto-
mat j a s i ten mittaamatta jafineet t e k i j a t . Jos nuo h a i r i b t e k i j a t 
voidaan j a i k i k & t e e n s e l v i t t a a j a a r v i o i d a n i i d e n v a i k u t u k s e t e r i 
h a v a i n t o i h i n , heterogeenisuus voidaan ehka p o i s t a a t a i a i n a k i n 
sen h a i t a l l i s i m p i a v a i k u t u k s i a saadaan vfihennetyksi. Jos sen-
s i j a a n h a i r i b t e k i j b i t a e i p y s t y t a j a i k i k a t e e n rekisterbimaan 
h a v a i n t o k o h t a i s e s t i , heterogeenisuus i s t u u j a pysyy a i n e i s t o s s a . 

TassS. tutkimuksessa heterogeenisuuden ongelmaa t u l l a a n pohtimaan 
tavanomaiseen l i n e a a r i s e e n t a i epSlineaariseen r e g r e s s i o a n a l y y -
s i i n k y t k e t t y n a . Tarkoituksena on e s i t t a S menetelmfi, joka tekee 
m a h d o l l i s e k s i r e g r e s s i o m a l l i e n k S s i t t e l y n heterogeenisuudesta 
h u o l i m a t t a . 

Esimerkkina kuvitelkaemme a m b i v a l e n t t i a t i l a n n e t t a vaikkapa s e l -
l a i s e s s a kahden muuttujan x,y a i n e i s t o n a n a l y s o i n n i s s a , jossa 
t u t k i j a haluaa s o v i t t a a a i n e i s t o n s a t a v a l l i s e e n l i n e a a r i s e e n 
m a l l i i n y=ax+|S+£ , missa a j a (3 ovat m a l l i n p a r a m e t r i t j a e v i r -
hetermi. Todellisuudessa a i n e i s t o o n on pujahtanufckin mukaan 
joukko p o i k k e u k s e l l i s i a h a v a i n t o j a , j o t k a noudattavat samaa mal-
l i a samalla a:n a r v o l l a mutta e r i |J:n a r v o l l a , olkoon se 
N a i l l a h a v a i n n o i l l a on s i i s e r i l a i n e n " l a h t b t a s o " . Kuvassa 1.1 
on e s i t e t t y t a l l a i n e n heterogeeninen 100 havainnon a i n e i s t o , 
jossa a = l , (3 =-0.6, l?=l j a £~N(0,0.25). Kumpaakin l a j i a on 50 
havaintoa. ( L i i t t e e s s a on s e l i t e t t y tassa tutkimuksessa k a y t e t -
t y j e n a i n e i s t o j e n alkupera. A i n e i s t o t ovat k a i k k i pseudosatun-
n a i s l u k u j e n a v u l l a g e n e r o i t u j a 3a ne on tunnustensa seka l i i t 
teessa e s i t e t t y j e n t i e t o j e n a v u l l a helppo luoda uudelleen m i l -
l a tahansa t i e t o j e n k a s i t t e l y l a i t t e i s t o l l a . ) 
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Kuvitteleminen, e t t a aineisto o l i s i k i n homogeeninen, on kohtalo-
kasta tarkean a-parametrin estimoinnin kannalta. Jos aineisto 
sovitetaan t a v a l l i s e l l a pns-keinolla lineaariseen m a l l i i n 
y =a'x+p', saadaan estimaatit a'=0.736, b'=0.240. 
Nyt tarkastelun kohteeksi tuleva menetelmfi, j o s t a kayt&n nimea" 
digressioanalyysi , antaa v a i l l a t i e t o a minkaan havainnon to d e l -
l i s e s t a alkuperasta mutta varauduttaessa edella" mainittua tyyp-
pia olevaan heterogeenisuuteen parametreille estimaatit a=0«98l, 
b=-0.632 j a c=0.968. (Estimaatte^a mepki*a&n tassa aina vastaa-
v i l l a t a v a l l i s i l l a k i r j a i m i l l a . ) Havainnot tulevat samalla ana-
l y y s i n yhteydessa jaetuksi kahteen ryhmSan, j o t k a tassS tapauk-
sessa vastaavat varsin tarkkaan havaintojen alkuperaistS jakoa. 
Kohdassa 9 tStakin koetta kuvaillaan tarkemmin. 

2. Digressioanalyysin periaate 

Digressioanalyysissa yhdistyvat regressioanalyysin j a ry h m i t t e l y -
analyysin tehtav&t j a ominaieuudet. Analyysin kohteena on muutta
li ien y,x=(x1,x2»•••»xm) n havainnon aineisto 

Cy< h = (y^ ,x1;. ,x 2 ;.,... , x m ; j ) , j«l,2',... ,n, 
jossa havainnot jakautuvat tuntemattomalla t & v a l l a kahteen ryh-
mfian G-̂  j a G r 2 (rajoittuminen kahteen ryhmaan e i ole olennaista) 
s i t e n , e t t a ryhmassa G. , i = l , 2 havainnot noudattavat mallia 

y = f i ( x , a ( i ) ) + e i , E(£i>=0,D2(ei)=a^, 
missa a^' on m a l l i n parametrivektori. Tehtavana on estimoida 
kummankin m a l l i n parametrit samanaikaisesti ilman minkaanlaista 
a p r i o r i - t i e t o u t t a s i i t a , kumpaan ryhmaan ^9^2 mikin havainto 
kuuluu. Pyrkimyksena on s i i s lbytaa j o k a i s e l l e havainnolle " o i -
kea" ryhma j a saadun l u o k i t t e l u n p o hjalta estimoida mallien pa
rametrit . 

*digression=poikkeaminen t a i tassa di(re)gressio=kaksoisregressio 
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T a v a l l i s i n menettely tSmSntapaisissa t i l a n t e i s s a lienee se, etta" 
havainnot l u o k i t e l l a a n aluksi j o l l a i n klusterointimenetelmaila" 
j a parametrit eetimoidaan p i t t e n tavanomaiein regressioanalyysin 
keinoin. Tft l l B i n n&m& osa-analyyait toimivat t o i s i s t a a n r i i p p u -
matta eiva*tk& i l m e i s e s t i v o i kaytt&a kaikkea informaatiota tehok-
k a a s t i hyv&ksi. 
Samanaikaista l u o k i t t e l u a j a estimointia on e s i i n t y n y t ainakin 
ekonometrisessa tutkimuksessa tarkasteltaessa tuntemattomaan 
ajankohtaan s i j o i t t u n e i t a epggatkuvia parametrimuutoksia aika-
sarjoissa. Tietooni t u l l e i s s a tamantyyppisissa tutkimuksissa 
(Goldfeld,Quandt, 1972) on k u i t e n k i n havaintojen l u o k i t t e l u s s a 
aina k a y t e t t y l i s a i n f o r m a a t i o t a aikamuuttujan t a i muun vastaavan-
l a i s e n "tukimuuttujan" muodossa, mikS helpottaa olennaisesti teh-
tavaa. 
Ongelmalle on sukua myos mallinvalintateht&vfi, jossa vain toinen 
malleista on oikea eika mitaan havaintokohtaista "digressiota" 
s a l l i t a ( k t s . esim. Hill,Hunter,Wichern, 1968). Samoin on t u t k i t -
t u M t o i s i i n s a l i i t t y v i e n populaatioiden estimointia" (esim. Brad
l e y , Gart, 1962), mutta siin& taas tybta* keventaa" se, ett£ e r i 
osapopulaatioiden havainnot on tun n i s t e t t a v i s s a ennen analyysia. 

Digressioanalyysille on ominaista, ettS havaintojen l u o k i t t e l u 
j a parametrien e s t i m o i n t i tapahtuvat samanaikaisesti v a i l l a min-
kfi&nlaista l i s a t i e t o a y k s i t t a i s t e n havaintojen luonteesta. 
Digressioanalyysin periaate lienee sovellettavissa useihin e s t i -
m ointikeinoihin. T a v a l l i s t a pienimmSn neliQsumman menetelmSa kay-
tettftessa parametrit m&arataan yleiatam&lla* p n s - k r i t e e r i 

S(a)- 1 ( y . - f C x ^ ^ a ) ) 2 . m * n 

"valikoivaan" muotoon 

(2.1) S ( a ( l ) , a ( 2 > ) = I m i n [ ( y . - f 1 ( x ( J ) , a C l ) ) ) 2 , ( y ; i - f 2 ( x ( ' ' ) , a ( 2 ) ) ) 2 ] 
0 — l 

min 
= a<U,a<2> * 



S i i s jokainen havainto l i i t e t a a n estimoinnin yhteydessS. "l&him-
p&S.n" regressiokSLyraan j a kummankin osamallin f^tf'2 P a r a m e ' t r i " f c 

arvioidaan vain omien "l&hipisteiden" avulla. TSssS suhteessa 
on s i t e n kysymys eraan tunnetun luokittelusaannon (nearest-mean 
c l a s s i f i c a t i o n r u l e , k t s . esim. Fukunaga, 1972, s.332) sovelta-
misesta y l e i s t e t y s s a muodossa. It s e estimointitapaa v o i t a i s i i n 
kutsua v a l i k o i v a k s i pns-keinoksi. 

Tuntunee al u k s i oudolta, etta" t a l l a i n e n v a l i k o i v a k r i t e e r i saat-
taa toimia kSytannftssa, vaikka osa-aineistot eiv&t ole e r i l l a a n , 
vaan peittav&t o s i t t a i n toisensa. Tailoinh&n syntyy vakavia luo-
k i t t e l u v i r h e i t a , esim. 20% havainnoista l u o k i t e l l a a n vaarin, 
mika voi h a i r i t S parametrien estimointia. On k u i t e n k i n pantava 
m e r k i l l e , ettS, virheluokitukset tulevat kohdistumaan etupaassa" 
havaintoihin, j o t k a ovat osamallien "yhteisalueella" j a ne ovat 
estimoinnin kannalta usein melko neutraaleja. "Luokituksessa on 
tapahtunut v i r h e , mutta havainto s o p i i hyvin vSaraan m a l l i i n . " 

Siirtyminen t a v a l l i s e s t a pns-keinosta valikoivaan pns-keinoon 
merkitsee l i n e a a r i s t e n k i n osamallien tapauksessa laskentatyon 
olennaista lisaantymista, s i l l a v alikoivan p n s - k r i t e e r i n mini-
mointi on aina vaativa epalineaarinen optimointitehtava, jonka 
ratkaisemisessa on turvauduttava i t e r a t i i v i s i i n k e i n o i h i n . 
Samoin digressiomalleja lienee k r i t e e r i n luonteesta johtuen 
sangen hankala t u t k i a t e o r e e t t i s e s t i . Niinpa tSssS tutkimukses-
sa tyydytaan suurelta osalta eraanlaiseen puolikokeelliseen 
tarkastelutapaan. 
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3 > Mallityyppe:i a 

Edella m a a r i t e l l y n d i g r e s s i o m a l l i n rakenne kuvataan merkitsemalla 
r f 1 ( x , a ( l ) ) + e 1 

y - [ f 2 ( x , a ( 2 ) ) + £ 2 . 

T&w& asetelma j a vastaava v a l i k o i v a p n s - k r i t e e r i voidaan l u o n n o l -
l i s e s t i l a a j e n t a a kahta useampaa v a i h t o e h t o i s t a o s a m a l l i a koske-
v a k s i . Kuten <jo johdantoesimerkista n a h t i i n , osamallien p a r a m e t r i t 
v o i v a t o l l a o s i t t a i n samoja. Useat s o v e l l u t u s k o h t e e t ovat i l m e i -
s e s t i j u u r i s e l l a i s i a , j o i s s a o s a m a l l i t ovat muodoltaan melko sa-
manlaiset j a eroavat t o i s i s t a a n ehka v a i n yhden t a i muutaman para-
m e t r i n j a muuttujan suhteen. E s i m e r k i k s i d i g r e s s i o m a l l i s s a 

y = ( a l x l + a 2 x 2 + - " + a m V P + £ l 
Wl + a2 x2 +-" + am xm + l ? + e2 

v a k i o t e r m i n ambivalenssi merkitsee i t s e asiassa tavanomaisen 
dummy-muuttujan kayton y l e i s t y s t a muotoon, jossa etukateen e i 
t a r v i t s e t i e t a a , kumpi tuntemattomista a r v o i s t a k u u l u u m i l l e -
k i n h a v a i n n o l l e . Erikoistapaus 

t a r k o i t t a a pelkkaa yhden muuttujan y heterogeenisen jakauman 
osajakaumien e r o t t a m i s t a . Tata k u v a i l l a a n tarkemmin normaali-
jakauman o s a l t a kohdassa 5. 

M a l l i n 

y {a l x l + a 2 x 2 + a 3 + £ l 
a l x 2 + a 2 x l + a 3 + £ 2 

v o i t u l k i t a esim. s i t e n , e t t a osassa h a v a i n t o j a s e l i t t a v i e n muut-
t u j i e n x-̂  j a x 2 r o o l i t ovat v a i h t u n e e t . M a l l i s i i s p y r k i i p a l j a s -
tamaan t u o l l a i s e t " v i r h e e l l i s e t " havainnot j a kayttamaan n i i t a k i n 
t e h okkaasti hyvaksi parametreja estimoitaessa. Tasta nakyy, e t t a 
d i g r e s s i o m a l l e j a saatetaan ehka soveltaa v i r h e h a v a i n t o j e n ( o u t - -
l i e r s ) etsimiseen j a m i k a l i v i r h e e t ovat esim. e d e l l a k u v a t u l l a 
t a v a l l a s y s t e m a a t t i s i a , p ystytaan ehka t y l y n poissulkemisen ase-
masta jopa kayttamaan n i i t a hyv&ksi. 



M a l l i 

(ax-,+p+£ 
ax ? + ( 3 + £ 
axf+ ( 3 + £ 

kuvastaa t i l a n n e t t a , jossa s e l i t e t t a v a a n muuttujaan y vaikuttaa 
kussakin havainnossa vain y k s i kolmesta toisensa poissulkevasta 
Himpulssista" x ^ ^ f X y On vain jaanyt epS.selvaksi, mika impuls-
seista on o l l u t " a k t i i v i n e n " kunkin havainnon kohdalla. 

Tassa hahmotellut esimerkinomaiset j a p e l k i s t e t y t m a l l i t y y p i t 
eivat saa johtaa harhaan s i i n a suhteessa, e t t a digressioanalyysi 
o l i s i j o k i n yleiskeino hankalien heterogeenisten aineistojen s e l -
vittamiseen. On aivan selvaa, e t t e i tata menetelmaa voida kayttaa 
pelkastaan k o k e i l u l u o n t o i s e s t i vaihdellen sunmiittaisesti osamalli 
en rakennetta, vaan mallissa e s i i n t y v i e n vaihtoehtojen tulee pe-
rustua vankkaan teoreettiseen j a kokemusperaiseen t i e t o o n havain-
t o j e n mahdollisista syntytavoista. Ainoa, mutta samalla e r i t t a i n 
merkittava epaselvyys, joka s a l l i t a a n normaalin havaintovirheen 
ohella, on se, e t t e i e r i l a h t e i s t a t u l l e i t a havaintoja pystyta 
suoraan tunnistamaan. 

4. Parametrien estimointiongelmia 

Estimoitaessa digressiomallien parametreja on odotettavissa e r a i -
ta lisaongelmia t a v a l l i s t e n regressiomallien k a s i t t e l y y n v e r r a t -
tuna. 
Tarkastelkaamme j a i l e e n aikaisempaa johdattelevaa esimerkkia. 
Oletetaan, e t t a kaytettavissa oleva t i e t o r a j o i t t u u aineistoon 
U1975(A) (kuva 1.1) j a pelkkaan epailyyn s i i t a , e t t a "aineisto 
saattaa o l l a heterogeenista j a noudattaa digressiomallia 

mutta on myos mahdollista, e t t a kysymyksessa on suuremman satun-
naisvaihtelun omaava ai n e i s t o , j o t a kuvaa t a v a l l i n e n regressio-
m a l l i 
(4.2) y=a'x+ p ' 11 
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T a l l b i n on vastassa paatbsongelma, kumpaa hypoteesia kaytbssa 
oleva a i n e i s t o tukee pareramin. Ongelman v o i y r i t t a a r a t k a i s t a 
v e r t a i l e m a l l a m a l l i e n ( 4 . 0 j a (4.2) s e l i t y s k y k y S . D i g r e s s i o -
m a l l i n (4.1) antama s e l i t y s kuvattuna jaannbsnelibsummalla on 
l u o n n o l l i s e s t i aina parempi k u i n r e g r e s s i o m a l l i n (4.2) a i n e i s -
t o s t a r i i p p u m a t t a . TSLss& tapauksessa nSmS nelibsummat ovat mal-
l i l l a (4.1) S^=l8.85 ( S J J on s i i s v a l i k o i v a n p n s - k r i t e e r i n m i n i -
miarvo) j a m a l l i l l a (4.2) 5;^=76.14. J o n k i n l a i a e n a t e s t i k r i t e e r i -
na" voidaan kayttaa" suhdetta S-^/S R=0.2476 t a i j o t a i n sen monoto-
n i s t a muunnosta esim. F-testisuureen t a p a i s e k s i . Onko saatu 
Sp/S R-arvo o s o i t u s d i g r e s s i o h y p o t e e s i n erinomaisuudesta r e g r e s -
s i o h y p o t e e s i i n v e r r a t t u n a e l i onko jaannbsnelibsumman arvo s i i s 
pudonnut r i i t t a v a s t i ? Kunnollinen vastaus e d e l l y t t a a t e s t i s u u -
reen S-̂ /SR jakauman h a l l i t s e m i s t a . Tama e i ole t i e d o s s a , mutta 
ehka seuraava t a r k a s t e l u auttaa asiassa. 
Otamme v e r t a i l u n vuoksi k&yttbbn t o i s e n 100 havainnon a i n e i s t o n 
U 1 9 7 5 ( B ) , j o k a noudattaa r e g r e s s i o m a l l i a (4.2) parametrein 
a'=0.7, p*=0.2 j a £~N(0,0.85 ) . S o v i t t a m a l l a t&ma a i n e i s t o mal-
l i i n (4.2) saadaan e s t i m a a t i t a'=0.819, b'= 0.100 j a S R = 7 0 . 3 6 . 

A i n e i s t o n ominaisuudet ovat s i i s r e g r e s s i o m a l l i n kannalta 
s u u n n i l l e e n samat k u i n heterogeenisen a i n e i s t o n U 1 9 7 5 ( A ) . Jos 
nyt tama1 homogeeninen a i n e i s t o k S s i t e l i a a n d i g r e s s i o m a l l i l l a 
(4.1)» saadaan e s t i m a a t i t a = 0 . 9 2 3 , b = - 0 . 4 8 7 , c=0.832 j a 
Sp.s28.47. Vastaavat a r v o t h e t e r o g e e n i s e l l a a i n e i s t o l l a o l i v a t 
a = 0 . 9 8 l , b = - 0 . 6 3 2 , c=0.968 j a S D = l 8 . 8 5 . Tilanne n a y t t a a y l l a t -
t&vfin s amanlaiselta. D i g r e s s i o m a l l i jakaa homogeenisenkin a i n e i s 
t o n 111975(B) t a s a i s e s t i k ahdelle yhdensuuntaiselle s u o r a l l e , 
j o i d e n e t a i s y y s t o i s i s t a a n on nyt t o s i n hieman pienempi. Merki-
t y k s e l l i s i n t a " on k u i t e n k i n se, e t t a tunnusluvut S-^=28.4? 3a 
Sjj/S ^ = 0 . 4 0 4 6 ovat s e l v & s t i suuremmat. Kohdassa 5 e s i t e t t a v a n 
t a r k a s t e l u n p e r u s t e e l l a on a r v i o i t a v i s s a , e t t a suhteen Sp/S R 

arvo on s u u r i l l a o t o s k o i l l a t y y p p i a U 1 9 7 5 ( B ) o l e v i l l a homogee-
n i s i l l a a i n e i s t o i l l a noin 0.36 j a tyyppia 1 U 1 9 7 5 ( A ) o l e v i l l a 
h e t e r o g e e n i s i l l a a i n e i s t o i l l a n o i n 0 . 2 4 . Suhteen hajonnasta on 
saatu k a s i t y s s i m u l o i n t i k o k e i d e n a v u l l a ; se on suuruusluokkaa 
i»03 ( k t s . taulukko 9*1), 
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Toinen es t i m o i n t i a haittaavapulma on se, e t t a estimaatit saatta-
vat o l l a vahvasti harhaisia etenkin, jos heterogeenisuus on l i e -
vaa\a osa-aineistot ovat pahasti paallekkain. T a l l o i n t o s i n koko 
digressio-ongelinakin katoaa. Estimaattien harhaisuus nakyy kar-
j i s t y n e e s t i askeisesta esimerkista aineiston U1975(B) kohdalla, 
jossa parametrien p j a 2 estimaateiksi a a a t i i n b=-0.487 j a 
c=0.832, kun molemmilla t o d e l l i s t e n arvojen t u l i s i o l l a 0.2. 
Estimoitaessa saattaa syntya s i i s l i i o i t e l t u " d i g r e s s i o e f e k t i " , 
j o t a tass& sanotaan digressioharhaksi. Tamari harhan suuruus 
r i i p p u u monista o s a t e k i j o i s t a , ennen muuta aineiston heterogee-
nisuuden asteesta (harha lievenee heterogeenisuuden kasvaessa) 
j a estimoitavan parametrin luonteesta. Esim. digressiomallissa 
(4-1) aineiston s i j a i n t i a y-akselin suunnassa kuvaavat paramet-
r i t | i, j? saattavat saada s e l v a s t i harhaiset e s t i m a a t i t , mutta 
trendiparametri a on tassa euhteessa helpompi estimoitava. 

5. Normaali jakaumien erottnminen 

Edella todetun mahdollisen iigressioharhan luonnetta pyritaan 
nyt kuvaamaan tyytymalla tarkastelemaan pelkSstaan yhden muuttu-
jan heterogeenista jakaumaa, joka oletetaan kahden normaalijakau-
man sekoitukseksi. Olkoot taman sekoituksen synnyttSvat jakaumat 
# { ^ L , < J J ) j a N(|-t2,o2) painosuhteessa n]/ n2» 

^ = 1 , a 1 = l , X^l.261 

;! ' ' 1 1 % - ji '— . »~ — -—^ 
-2 -1 0 1 2 
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Tutkittavana on seuraava digressiotehtava: On mSarattava vakiot 
X̂  j a Xg ^X^X^) s i t e n , etta* mitan 

(5.1) m i n ( ( x - X 1 ) 2 , ( x - X 2 ) 2 ) 

odotusarvo on pienin raahdollinen. Tama" tehtSva" on teoreettinen 
vastine d i g r e s s i o m a l l i l l e 

|X 2+£ 2. 
2 

Koska tunnetusti E(x-a) saavuttaa miniminsa a:n suhteen, kun 
a on muuttujan x odotusarvo B(x) , lukupari (X-^,X2) voidaan t u l -
k i t a eraanlaiseksi (heterogeenisen) jakauman kaksoisodotusarvoksi 
Vastaavasti mitan (5.1) odotusarvon minimiarvoa sanottakoon 
kaksoisvarianssiksi. Parametrit X^jX^ s i j o i t t u v a t i l m e i s e s t i s i t a 
lahemmfclksi osajakumien odotusarvo j a jJL^, J U 2 , mitfi heterogeenisem-
masta jakaumasta on kysymys e l i mitSL suurempi on odotusarvojen 
ero suhteessa hajontaan. Jos s i i s jakauma on taysin homogeeninen, 
parametrit X-̂  j a Xg eivat suinkaan yhdy, vaan n i i h i n vaikuttaa 
e r o t t a v a s t i edelia k u v a i l t u digressioharha. 
J o t t a digressioharhan suuruudesta s a a t a i s i i n k a s i t y s , yritet&an 
maarSta parametrit X-^Xg. Tama" tapahtuu minimoimalla funktio 

oo X 

S(X 1,X 2)=J(x-X 1) 2f(x)dx + J ( x - X 2 ) 2 f ( x ) d x , 
missa X=(X-^+X2)/2 j a f (x) on tarkasteltavan heterogeenisen jakau
man tiheysfunktio 

n l + n 2 
n l / < x-ft.> \2 / ( x - ^ 2 } \ 

'1 <" t w 2 

KSyttamalla normeeratun normaalijakauman tiheys- j a kertymafunk-
t i o l l e merkintoja ̂ ( x ) , $ (x) saadaan f u n k t i o l l e S(X-, ,X2) esitys 
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missa 6^=(X-^«i)/a^, i = l , 2 . On i l m e i s t a , e t t e i yleisessa tapauksessa 
fun k t i o n SfX-^^) minimikohtaa j a minimiarvoa voi lausua suljetussa 
muodossa jakauman parametrien j a funktioiden f , $ a v u l l a , vaan on 
tyydyttSva numeeriseen ratkaisuun. 

Niissa tapauksissa, joissa luvut eivat r i i p u parametreista 
X-^jXg, fu n k t i o S(X 1,X 2) on yksinkertainen toisen asteen lauseke. 
N&in tapahtuu symmetrisessa tilanteessa a^=a2=a, n2^Til~^'f t\t*9 

^2==-^. T a l l o i n on mybs X̂ -̂X̂  (merkit&an X^=\ j a 

S(X l tX 2)=S(X,-X)=a 2-4 vP(^/o)aX+(/A + X)2-4$(/^/a)juX. 

Tama saavuttaa miniminsS, kun 

X=(2f(^/a)-l)f*+2t(^/a)a 

j a minimiarvo on kaksoisvarianssi 

E r i t y i s e s t i tapkuksessa j4=0 e l i homogeenisessa normaalijakaumassa 
on X=\/2Ao* e l i kaksoisodotusarvo (-X,X) s i j o i t t u u keskipoikkeaman 

2 2 
paahan odotusarvosta 0. Huomattakoon mybs, e t t a X ^ M , a^a j a 

2 2 
l i m X/u=l, l i m 0 ^ = 0 . 
Pyrittaessa tarkastelemaan heterogeenisuuden vaikutusta samaan 
tapaan kuin kohdassa 4 ta r v i t a a n jaannbsnelibsummaa vastaava 
v a r i a n s s i , joka on j u u r i t a r k a s t e l l u n heterogeenisen jakauman 
varianssi 

4sv, L (tiT o?+n0al+± 1 ^ w2) R n n +n 0 \ 1 2 2 n-, +n~ ' / 1 2 x d / 

=a 2+p 2, jos a 1=a 2=a, n 1=n 2, /* 2=-^ • 
2 2 

T a l l o i n suhdetta S-̂ /Ŝ  vastaa suhde O ^ / O R * Edella m a a r i t e l l y t tun-
nusluvut on e s i t e t t y seuraavissa taulukoissa e r i parametriyhdelmilla. 
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6. Parametrien e s t i m o i n t i kaytannossa 

Tutkimme nyt lahemmin digressiomallin 

( f 2 ( x , a ( 2 ) ) + e 2 
parametrien or"*"',a'2' estimointia valikoivaa pns-keinoa kayttaen. 
Tama merkitsee kaytannossa epalineaarisen optimointitehtavan (2.1) 
ratkaisemista. Tehtavan luonteesta saanee jonkinlaisen kasityksen 
seuraavan esimerkin avulla. 

Esim. Tarkastellaan j a l l e e n y k s i n k e r t a i s t a digressiomallia 

Tassa tapauksessa valikoivan k r i t e e r i n soveltaminen merkitsee 
havaintoaineiston »y2•* * *'^n 0akamista. kahteen osajoukkoon 
( y 3 " J € j l ) »l yj »J€j2l» ( J i ^ J 2 = { 1 » 2 » - " » n } » J 1 n J 2 * ^ ) Oa lukujen 
X-̂ ,X2 v a l i t s e m i s t a s i t e n , e t t a summa 

I (y.-X ) 2 • I (y -X ) 2 

on mahdollisimman p i e n i . Jokaisella annetulla J-^,J 2-osituksella 
minimi saavutetaan, kun 

Vertaamalla s i i s e r i o s i t u k s i l l a saatuja minimeja loydetaan 
ra t k a i s u . Asettamalla havaintoarvot sun^ausjapgestykseen 
joudutaan kaytannossa vertaamaan vain muutamia os i t u k s i a . 

Esimerkissa kuvattua y k s i n k e r t a i s t a menettelya e i kuitenkaan 
liene mahdollista soveltaa tehokkaasti kaksi- j a useampiulottei-
s i i n t i l a n t e i s i i n . T a l l b i n v e r t a i l t a v i e n ositusten lukumaara 
saattaa kasvaa kohtuuttoman suureksi, s i l l a otoksen jarjestamista 
vastaavaa t o i m i t u s t a e i ole h e l p o s t i s a a t a v i l l a . Yleisessa r a t k a i -
sumenetelmassa, joka perustuu aina jonkin epalineaariseen o p t i -
m o i n t i i n t a r k o i t e t u n algoritmin kayttoon, joudutaan seuraamaan 
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fun k t i o n S ( a ^ , a ^ ) kayttaytymista parametriavaruudessa l a h t i e n 
l i i k k e e l l e mahdollisimman hyvista alkuarvoista. Tehtava e i ole 
aivan helppo, s i l l a optimoitava f u n k t i o saattaa kayttaytya hanka-
l a s t i . 

Esim.(jatk.) Olkoon t u t k i t t a v a otos y^=l,y 2=2,y^=3• Tall<5in 
optimaalinen X-^Xg-piste o n kaksikasitteinen. Seka X^=3,X2=3/2 
et t a X^=5/2,X2=1 antaa miniminelib^ummaksi Sjp3/4. Oletetaan, 
e t t a toinen o p t i m a a l i s i s t a Xg-arvoista, ° ^ i s i l ^ y t y n y t j a 
katsomme, m i l t a neliosumma nayttaa minimoidaksemme sen muuttujan 
û X-̂  suhteen. Minimoitava f u n k t i o on 

1 

' l l / 4 
(u-l) 2+5/2 

f ( u ) = < (u-2) 2+(u-3) 2+l/4 
(u-3) 2+l/2 
11/4 

kun u*l/2 
kun l/2$u*3/2 
kun 3/2<ud5/2 
kun 5/2iu£9/2 
kun 9/2<u 

4 u 

Jos taman f u n k t i o n y r i t t a a minimoida j o l l a k i n miniminhakumenetel-
malla esim. as k e l p i t u u t t a 0.1 kayttaen lahtopisteesta u=0, on 
melkoinen vaara kompastua pisteessa u=3/2 olevaan "ryppyyn" j a 
joutua lokaaliseen minimipieteeseen u=l oikean minimipisteen 
X1=u=5/2. 
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" T o d e l l i s i l l a " a i n e i s t o i l l a , s i i s s u u r i l l a havaintomaarilla kohde 
fu n k t i o S e i ehka kayttaydy, s u h t e e l l i s e s t i katsoen, nain pahasti 
mutta s i l t i s i l l a saattaa o l l a ryppyjen valissa l o k a a l i s i a minimi 
k o h t i a , j o i l t a minimointialgoritmin t u l i s i v a l t t y a . Tallb'in on 
tarkeata, e t t a a l g o r i t m i pystyy nakemaan kohdefunktion stiuret 
l i n j a t r y p p y i l y s t a huolimat'a. 

Olen k o k e i l l u t tassa tehtavSssS lahinna kahta alg o r i t m i a . Toinen 
on ns. vaihtelevan metriikan menetelma (variable metric method) 
e l i Davidon-Fletcher-Powell-menetelma; kaytan s i i t a nimitysta 
DFP-menetelma ( k t s . esim. Walsh, 1975). Se kuuluu gradienttimene-
telmien luokkaan j a on eras kaikkein tehokkaimpia optimointimene-
telmia edellyttaen, e t t a optimoitava f u n k t i o on r i i t t a v a n s i i s t i . 
T a v a l l i s e s t i edellytetaan funktion t o i s t e n derivaattojen olemassa 
o l o , mika on tassa tapauksesaa l i i k a a . Koska kysymyksessa on k u i -
tenkin "suurten askelten" menetelma, joka j a t k u v a s t i vaihtelee 
as k e l p i t u u t t a j a jossa koko a;}an ollaan v a l m i i t hyvaksymaan uusi 
kasitys f u n k t i o n senhetkisesta lokaalisesta kayttaytymisesta, 
a l g o r i t m i on toiminut t y y d y t t a v a s t i mutta e i erehtymattemasti. 
Edellytyksena DFP-menetelman toiminnalle on, e t t a ( p a i k o i t e l l e n 
olemattomia) d e r i v a a t t o j a arvioitaessa numeerisesti muodossa 

kaytetaan r i i t t a v a n suurta h:ta, j o l l o i n rypyt eivat l i i k a a paase 
hairitsemaan j a fu n k t i o n yleinen kayttaytyminen h a l l i t s e e a l g o r i t 
min toimintaa. 
Toinen kayttamistani menetelmista on Hooke-Jeeves-menetelma 
(esim. Walsh, 1975), joka on varsin yksinkertainen mutta tehokas 
hakumenetelma. Menetelma e i t a r v i t s e kohdefunktion derivaattoja 
lainkaan. Se on naissa tehtavissa hitaampi ( a j o a j a t t i e t o k o neella 
jopa kymmenkertaisia) DFP-menetelmaan verrattuna, mutta se on 
osoittautunut menestykselliseksi n i i s s a k i n tapauksisa, joissa 
DFP-algoritmi on pettanyt. Niinpa olen suo r i t t a n u t useimmat 
digressiomallien estimoinnit Hooke-Jeeves-menetelmalla. 
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7* Estimaattien luotettavuudesta 

Teoreettisten tulosten puuttuessa digressiomallien parametrien 
luotettavuuden a r v i o i n t i i n e i t o i s t a i s e k s i ole p e r u s t e l t u j a 
keinoja. Seuraavassa tyydytaan esittamaan kaksi h e u r i s t i s t a 
a r v i o i n t i t a p a a . 
Ensimmainen tapa perustuu y k s i n k e r t a i s e s t i estimoinnin yhtey-
dessa syntyvaan havaintojen l u o k i t t e l u u n . Kunkin osamallin para
metrien l u o t e t t a v u u t t a voidaan t a l l o i n y r i t t a a arvioida osamallin 
"omien" havaintojen avulla regressiomallien teorian mukaisesti. 
Talla menettelylla on kuitenkin s e l v i a epakohtia. Se tuskin 
t o i m i i hyvin, jos osa-aineistot ovat pahasti paallekkain, koska 
t a l l S i n havaintojen ryhmittely e i onnistu kunnolla. Vaikuttaa 
n i m i t t a i n s i l t a , e t t a digressi'oanalyysi saattaa toimia t y y d y t t a -
v a s t i parametrien estimoinnin osalta, vaikka havaintojen ryhmit
t e l y on epaluotettavaa. Viela vakavampi epakohta lienee se, e t t a 
osa parametreista on useimmiten e r i osamallien y h t e i s i a , j o l l o i n 
niiden e s t i m o m t i on perustunut laajemmalle havaintojoukolle, 
kuin mita osamallin omat vapausasteet e d e l l y t t a v a t . Tama saattaa 
vaikuttaa ainakin tapaan, m i l l a vapausasteet t u l i s i laskea virheen-
arvioinnissa. 
Toinen parametrien luotettavuuden a r v i o i n t i t a p a pohjautuu v a l i k o i -
van p n s - k r i t e e r i n S(a-j_ ,a£»• • • jQ^) » missa a-̂  ,a£ * • • • »aic o v ^ 
estimoidut parametrit, kayttaytymisen seuraamiseen optimipisteeh 
(a^ »• • • i \  ymparistossa. Oletetaan, e t t a f u n k t i o l l e r i i t t a a 
kvadraattinen approksimaatio tassa ymparistossa. T a l l o i n e s t i -

1 2 - 1 
maattoreiden a-̂  ,0-2 * • • • k o v a r i a n s s i m a t r i i s i on l i k i m a i n -̂-s G , 
missa s^^T^S]) j o k i n muu jaannosvarianssin estimaattori j a 

5S(a-^ ,a2 »• • • »a^) 
da.da. — J 

Gsitt a i s d e r i v a a t a t on kaytannossa korvattava v a s t a a v i l l a esim. 
muotoa 

^(f(x+h,y+h)-f(x+h,y)-f(x,y+h)+f( x,y))«-^^ 

o l e v i l l a erotusosamaarilla kayttaen r i i t t a v a n suurta h:ta, j o t t a 



f u n k t i o n S epasaannollisyydet eivat h a i t t a i s i l i i k a a j a j o t t a 
myos luokituksen suhteen epavarmojen havaintojen vaikutus ku-
v a s t u i s i arvioissa. Tata tapaa on kaytetty myShemmin kuvattavien 
simulointikokeiden yhteydessa. Se nayttaa antavan parametreille 
hieman l i i a n pienia k e s k i v i r h e i t a , mika johtunee l i i a n p i e n i s t a 

2 

tjaannosvarianssin" s arvoista. 

8. Digressiomallien laskeminen 
Digressiomallien k a s i t t e l y e d e l l y t t a a tehokasta t i e t o j e n k a s i t t e -
l y v a l i n e i s t o a . Tassa tutkimuksessa analyysit on tehty l a a t i m a l l a -
n i y l e i s e l l a e palineaarisella regressio-ohjelmalla, joka perustuu 
pientietokoneen j a "suuren" tietokoneen yhteiskayttbon j a t o i m i i 
i n t e r a k t i i v i s e l l a p e r i a a t t e e l l a . 

•Vsuuri" tietokone 
(Honeywell 66/20) 

Koko laskentaprosessin ohjaus on pienkoneella, jonka nopean 
n a y t t b l a i t t e e n v a l i t y k s e l l a k a y t t a j a voi monipuolisesti seurata 
toimintaa j a vaikuttaa t a r v i t t a e s s a siihen. P i e n i l l a a i n e i s t o i l l a 
(havaintoja a l l e 100, parametreja a l l e 5) pienkone su o r i t t a a 
koko laskennan. Suuremmissa tehtavissa suuri kone kannattaa ottaa 
"orjakoneeksi", joka hoitaa joko pelkastaan kohdefunktion ( n e l i o -
summien) laskemisen pienkoneen antamien parametriarvojen avulla 
t a i s u o r i t t a a koko varsinaisen minimointitehtavan pienkoneen 
valvonnassa. Huolimatta alhaisesta tiedonsiirtonopeudesta konei-
den v a l i l l a (tassa 300 baudia e l i 30 merkkia/s) t a l l a i n e n y h t e i s -
kayttoratkaisu on tehokas, koska s i i r r e t t a v a a t i e t o a on laskennan 
aikana vahan (parametrien j a kohdefunktion a r v o t ) . Kayttaja hyo-
tyy samanaikaisesti molempien osajarjestelmien parhaista ominai-
suuksista, pienkoneen monipuolisista j a jou s t a v i s t a kayttomahdol-
l i s u u k s i s t a j a suuren koneen suuresta muistista j a laskentanopeu-
desta. 

k a y t t a j a 
pientietokone 
(Wang 2200) 
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Koko ohjelmisto on l a a d i t t u BASIC-kielella, joka on laajennetussa 
muodossa tassa kaytetyn pienkoneen ainoa o h j e l m o i n t i k i e l i . Regres-
sio-ohjelmaa kaytettaessa havaintoarvot annetaan joko manuaalises-
t i pienkoneelle t a i kaytetaan valmista havaintotiedostoa, joka 
on l u o t u aikaisemmin. Tassa tutkimuksessa kaytetyt simuloidut 
a i n e i s t o t on generoitu t a r v i t t a e s s a jopa samanaikaisesti kummalla-
k i n koneella erikseen joka a j o k e r r a l l a . 
M a l l i n maarittely tapahtuu aina laskennan alussa lisaamalla o h j e l -
maan m a l l i f u n k t i o n ( j a haluttaessa my6s sen derivaatat parametrien 
suhteen) laskeva BASIC-aliohjelma. Esim. lineaarisen regressiomal-
l i n y = a ^ X 2 + a 2 x 2 + a 3 + £ k a s i t t e l y y n , mihin loytyy t i e t e n k i n suoremmat 
keinot, k a v i s i aliohjelma 
100 F=A(l)*X(l)+A(2)*X(2)+A(3)rRETURN. 
Ma l l i a 

y*a1exp(-a2x)+£ 
taas vastaa aliohjelma 
100 F=A(l)*EXP(-A(2)*X(l)):RETURN. 
Ohjelma muodostaa taman funktioaliohjelman j a havaintoaineiston 
avulla (mahdollisesti painotetun) neliosummafunktion, jonka t i l a l -
l a v oi h e l p o s t i kayttaa mybs esim. virheiden itseisarvosummafunk-
t i o t a . Ohjelma minimoi taman f u n k t i o n l a h t i e n kayttajan antamista 
alkuarvoista j o l l a k i n i t e r a t i i v i s e l l a a l g o r i t m i l l a , joka on kayt
tajan v a l i t t a v i s s a j a jopa vaihdettavissa toiseen menetelmaan 
ta r v i t t a e s s a kesken laskennan. 

Ohjelmaa vo i sellaisenaan kayttaa digressiomallien parametrien 
e s t i m o i n t i i n v a l i k o i v a l l a pns-keinolla ( t a i muulla samansukuisella 
menetelmalla). T a l l b i n vain funktioaliohjelma k i r j o i t e t a a n ehdol-
l i s e e n muotoon. Digressiomallin 

ff 1(x,a ( l ))^£ 1 

l f 2 ( x , a ^ ; ) + £ 2 

laskemiseksi t a r v i t a a n aliohjelma, joka on muotoa 
100 I f (y.-f-, ( x , a ( l ) ) ) 2 > (y . - f ? ( x , a ( 2 ) ) ) 2 THEN 102 
101 P=f 1(x,a ( 1 )):RETURN 
102 F»f2(xfa^2^):RBTUfiR 



Esim. digressiomallin 

f a i x + V £ i 

tapauksessa t a r v i t t a v a aliohjelma on tyyppiS, 
100 Fl=A(l)*X(l)+A(2):F2=A(l)*X(l)+A(3) 
101 IF ABS(Y(J)-F1)>ABS(Y(J)-F2) THEN 103 
102 F=F1:RETURN 
103 F=F2:RETURN 

KSyt&nn6ssa aliohjelma kannattaa hioa mahdollisimman nopeaksi, 
s i l l a * se on koko laskennan ydin , joka kohdataan m a l l i n k & s i t t e l y n 
aikana tuhansia k e r t o j a . 



9» S i m u l o i n t i k o k e e t 

D i g r e a a i o m a l l i e n e s t i m o i n t i m a h d o l l i s u u k s i a on nyt t a r k o i t u a a e l -
v i t t a a a n a l y a o i m a l l a k e i n o t e k o i a i a heterogeeniaia a i n e i a t o j a . 
Toiatuvana p e r i a a t t e e n a on ae, e t t a generoidaan v a l i t t u j a regrea 
a i o m a l l e j a n o u d a t t a v i a h a v a i n t o a i n e i 8 t o j a , y h d i a t e t a a n n i i t a kak 
s i t t a i n j a y r i t e t a a n a i t t e n maarata m a l l i e n p a r a m e t r i t tfilata 
y h t e i a a i n e i a t o a t a , joaaa h a v a i n t o j e n t o d e l l i n e n alkuperS on 
"unohdettu". Vain v a i h t o e h t o i a t e n m a l l i e n muodot o l e t e t a a n t u n -
n e t u i k a i . 
T a l l a i n e n p u o l i k o k e e l l i n e n tutkimuatapa l i e n e e a i n a k i n nopein 
keino paaata a e l v i l l e menetelman t o i m i n t a k y v y a t a j a a o v e l l u t u a -
kelpoi8uudeata e r i t i l a n t e i a a a j a ae v o i antaa rnybs v i i t t e i t a , 
a i i t a , mikSL on peru8teelliaemman t u t k i m i a e n a r v o i a t a . 

Kaikiaaa a i m u l o i n t i k o k e i a a a on k a y t e t t y l i i t t e e a a a e a i t e t t y a 
a i n e i a t o j e n g e n e r o i n t i t a p a a , joka mm. tekee mahdolliaekai h a l u t -
taeaaa t o i a t a a nama kokeet ,ia j a t k a a n i i t a taamalleen aamoilla 
a i n e i 8 t o i l l a m i l l a tahanaa s i e t o j e n k a a i t t e l y l a i t t e i a t o l l a . 
Kokeet ovat vaata a l u 8 t a v i a . J o t k i n n i i s t a on t o i a t e t t u (3-25 ke 
taa) r i i p p u m a t t o m i l l a a i n e i s t o i l l a menetelman 8 t a b i i l i 8 u u d e n j a 
tarkkuden a e l v i t t a m i a s k a i . I t e r a t i i v i s e t e a t i m o i n n i t on t o t e u -
t e t t u melkein poikkeucaetta "huonoiata" a l k u a r v o i 8 t a l a h t i e n 
e a t i m o i n t i a l g o r i t m i n toimivuuden teataamiaek8i. Muutamat m a l l i t 
on l i a a k a i e a t i m o i t u uaeiata a l k u a r v o i a t a l a h t i e n t u l o s t e n y k a i -
k a a i t t e i a y y d e n toteamiaekai. 
Ei o l e kuitenkaan o i k e u t e t t u a tehda t u l o k a i a t a k o v i n p i t k a l l e 
menevia j o h t o p a a t b k a i a , a i l l a e r a i t a t a r k e i t a koemuuttujia e i 
ole j u u r i l a i n k a a n v a r i o i t u . Mm. oaamallien v i r h e v a r i a n a a i t ovat 
o l l e e t aina keakenaan yhtaauuret j a aamoin ovat yleenaa oaa-
a i n e i 8 t o j e n havaintomaarat. 
Otoakoko on o l l u t yleenaa 100 t a i 200, mutta myba 1000 havainnon 
a i n e i a t o j a on k a y t e t t y t i l a n t e i a a a , j o i a a a on h a l u t t u vahentaa 
o t a n t a v i r h e e n aiheuttamia h a i r i o i t a . 
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9»1» Ambivalentti vakiotermi 

Palaamme v i e l a jo johdannossa e s i t e l t y y n esimerkkiin, joka on 
nyt t o i s t e t t u u s e i l l a riippumattomilla a i n e i s t o i l l a . Tarkastelun 
kohteena on s i i s digressiomalli 

j o t a t u t k i t a a n aluksi a i n e i s t o i l l a 
U1975-U1999: 
Y-X(0.6,l)-0.6+6(0,0.25) (50) 
Y=X(0,l)+l+£(0,0.25) (50). 

Oikeat parametrinarvot ovat s i i s a=l, p=-0.6 j a Jokainen 
nSista 25 aine i s t o s t a on k a s i t e l t y seuraavin tavoin: 
1) On maaratty parametrien a,p,tf digressioestimaatit a,b,c j a 

digressiomallin jaannosnelibsumma Ŝ . Alkuarvoina on ka y t e t t y 
a=rb=c=0 e l i regressiosuorat yhtyvSt molemmat x - a k s e l i i n tassa 
a l k u t i l a s s a . 

2) Aineistot on s o v i t e t t u pns-keinolla mycJs t a v a l l i s e e n regressio-
m a l l i i n y=a'x+(3'+£. Parametrien a',p' estimaatteja merkitaan 
a,b j a jaannbsnelib'summaa Ŝ . 

3) Tehtava 1) on t o i s t e t t u korvaamalla v a l i k o i v a p n s - k r i t e e r i 
$2#1) v a l i k o i v a l l a virheiden itseisarvosummakriteerilla, 
jonka antamia estimaatteja merkitaan a",b M,c". 

4) Aineistot on lopuksi k e s k i s t e t t y origoon muotoon 
U1975-U1999: 
Y=X(0,l) + e(0,0.25) (100) , 

j o l l o i n ne muuttuvat homogeenisiksi. Jot t a s a a t a i s i i n k a s i t y s , 
paljonko kussakin tapauksessa t o d e l l i n e n tilanne poikkeaa teo-
r e e t t i s e s t a lahtokohdasta, n a i l l a a i n e i s t o i l l a on estimoitu 
m a l l i t y=a?"x+|3"+£, j o l l o i n on saatu estimaatit a*" . 

Tulokset ovat taulukossa 9.1. 
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Taulukko 9-1 
a b c S D Sj/Sg a' b ' S R a" b" c" a"' b" S R„ 

U1975 0.981 -.632 0.968 18.85 0.248 .736 .240 76.14 1.002 -.636 0.990 1.070 -.059 24.34 
U1976 0.945 -.607 1.125 23.00 0.251 .742 .264 91.46 0.941 -.518 1.065 0.995 -.019 28.52 
U1977 0.928 -.552 1.112 19.89 0.230 .787 .361 86.41 1.002 -.578 1.124 0.971 -.091 26.85 
U1978 0.989 -.784 0.827 16.06 0.204 .878 .141 78.65 1.093 -.832 0.836 1.056 -.104 19.31 
U1979 1.018 -.521 1.120 25.75 0.285 .879 .319 90.50 1.042 -.375 1.085 1.034 .089 26.97 
U1980 0.984 -.473 1.197 21.89 0.259 .771 .312 84.44 0.817 -.356 1.121 1.040 .040 25.19 
U1981 0.942 -.541 1.055 24.21 0.301 .681 .372 80.51 0.932 -.438 0.982 1.000 .051 28.40 
U1982 1.002 -.477 1.076 22.38 0.285 .840 .250 78.59 0.990 -.492 0.983 1.026 -.010 26.47 
U1983 0.809 -.414 1.065 17.22 0.240 .793 .346 71.88 1.047 -.475 0.963 0.972 .074 20.03 
U1984 0.954 -.462 1.105 23.33 0.280 .849 -326 83.34 1.076 -.619 0.911 1.071 .039 24.47 
U1985 0.974 -.656 0.948 14.09 0.193 .738 .273 73.16 0.903 -.693 1.007 1.005 -.015 19.61 
U1986 1.079 -.749 0.923 20.60 0.235 .891 .171 87.52 1.094 -.754 0.894 1.062 -.057 24.72 
D1987 0.856 -.405 0.984 19.14 0.286 .844 .315 67.03 1.017 -.544 0.814 1.016 .081 23.34 
U1988 1.005 -.631 1.080 21.32 0.233 .853 .236 91.39 O.986 -.570 1.102 1.021 -.008 26.07 
U1989 1.088 -.750 0.978 24.42 0.258 .892 .209 94.67 1.129 -.603 1.066 I.O83 -.008 32.21 
U1990 1.025 -.757 0.990 20.06 0.226 .739 .161 88.81 1.122 -.606 1.073 1.068 -.030 21.57 
U 1 9 9 1 0.927 -.589 0.998 21.58 0.263 .776 .275 81.98 0.908 -.605 1.024 0.970 -.004 22.76 
U1992 0.980 -.565 1.104 22.00 0.<41 .941 .315 91-42 0.839 -.534 1.161 1.008 .097 26.24 
U1993 0.987 -.667 1.061 21.23 0.^24 .929 .122 94.78 0.998 -.747 1.151 1.031 -.089 25.48 
U1994 0.907 -.571 1.010 16.13 0.208 .794 .294 77.45 0.906 -.515 0.985 0.979 -.009 21.13 
U1995 0.836 -.747 0.997 17.20 0.186 .738 .144 92.32 0.579 -.618 1.133 0.987 -.109 36.10 
U1996 1.009 -.581 1.171 22.66 0.264 .673 .254 85-97 0.870 -.396 1.152 1.008 .010 26.10 
U1997 1.029 -.651 0.944 17.82 0.241 .756 .272 74.03 1.082 -.685 0.819 1.007 .003 22.74 
U1998 0.880 -.527 1.030 20.10 0.255 .748 .271 78.82 0.995 -.513 1.101 0.941 .002 24.35 
U1999 0.925 -.592 0.956 19.00 0.245 .795 .222 77.44 1.027 -.53"6 1.035 0.961 -.021 22.06 

x 0.962 -.596 1.033 20.40 0.246 .803 .258 83.15 0.976 -.570 1.023 1.015 -.006 25.00 
B 0.069 .108 0.085 2.90 0.030 .074 .070 7.73 0.119 .118 0.105 0.039 .059 3-81 

Ehka* tar k e i n t a on havaita, etta" digressiomallin antama arvio 
a (keskiarvo 0.962) suuntaparametrille a on kaikissa kokeissa 
parempi kuin r e g r e s s i o m a l l i l l a saatu a' (keskiarvo 0.803)» j o l l a 
on ymmarrettSvcisti e r i t t a i n selva" harha. Kuitenkin my5s a lienee 
jonkin verran harhainen, s i l l S , arvo 1 e i i l m e i s e s t i paftse m i l l e -
kaan j&rkevantasoiselle a:n k o n f i d e n s s i v & l i l l e . Harhan olemassa-
olosta puhuu mybs se seikka, e t t a vain 8 tapauksessa a on suurem-
p i kuin 1. Lisaksi vain neljassa" tapauksessa a>a*'. 
Tasoparametrien digressioestimaatit o,c vaikuttavat melko 
harhattomilta. Koska a r v o l l a a=l tama digressio-ongelma palautuu 
kahden normaalijakauman erottamiseksi, voidaan soveltaa likimaa-
r i n kohdan 5 t u l o k s i a . Nyt on j a \=1.6464 e l i kaksoiskeski-
arvon harhaksi saadaan 2,3%. Tama on sen verran p i e n i , etta se 
hukkuu tassa tapauksessa estimaattien b,c satunnaisvaihteluun. 
Estimaattien a,b,c likimaaraiset hajonnat on maaratty j o i l l e k i n 
a i n e i s t o i l l e my£>s kohdassa 7 e s i t e t t y a h e u r i s t i s t a laskutapaa 
kSLyttaen: 

s s 2 

a D c U1975 .044 .069 .063 .194 
U1976 .048 .072 .072 .237 
U1977 .040 .069 .063 .205 
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Nama h a j o n t a - a r v i o t ovat j o n k i n v e r r a n pienempia k u i n t a u l u k o s s a 
9.1 e s i i n t y v a t . Tama johtuu s u u r e l t a o s a l t a s i i t a , e t t a jaannos-

o o o v a r i a n s s i n a r v i o t s aS^/di-k) ovat l i i a n p i e n i a , s i l l a 0-^=02=0.25. 
JaannbsneliQsummat SpjSg k a y t t a y t y v a t s i k a l i odotusten m u k a i s e s t i , 
e t t a suhteen S-p/S^ k e s k i a r v o on 0.246, mika v a s t a a melko h y v i n 
kohdassa 5 e s i t e t t y a t e o r e e t t i s t a Op/o^-arvoa O .2385. 

Koska t a v a l l i s e n l i n e a a r i s e n m a l l i n jaannbsnelib'summa noudat-
t a a normaalisen s e l i t y s v i r h e e n tapauksessa X-3akaumaa s i t e n , e t t a 

2 2 2 Sj^/o ( n - k ) , missa a = v i r h e v a r i a n s s i j a k = e s t i m o i t a v i e n p a r a -
metrien lukumaara, v o i t a i s i i n a j a t e l l a , e t t a tama ominaisuus 
o l i s i myos a i n a k i n s e l l a i s i l l a d i g r e s s i o m a l l e i l l a , j o i d e n osa-
m a l l i t ovat l i n e a a r i s i a j a j a a n n b s v a r i a n s s i t y h t a s u u r e t . 
Nyt on k u i t e n k i n o 2=0.25, E ( S D / o 2 ) s 8 2 j a D 2(S D/o 2 ) = a 3 5, mika e i 
o l e k o v in h y v i n sopusoinnussa X^-olettamuksen kanssa. 

I t s e i s a r v o s u m m a k r i t e e r i l l a saadut parametrien e s t i m a a t i t e i v a t 
l i e n e parempia k u i n p n s - k r i t e e r i l l a saadut. Tama e s t i m o i n t i t a p a 
k a r s i i jopa t a y d e l l i s e n h a a k s i r i k o n "vaikean" a i n e i s t o n U1995 
k o h d a l l a , j o s s a a"=0.579. 
Tas s a k o e t i l a n t e e s s a o s a - a i n e i s t o t ovat melko e r i l l a a n t o i s i s t a a n 
j a h a v a i n t o j e n l u o k i t t e l u o n n i s t u u h y v i n v a l k o i v a l l a p n s - k r i t e e 
r i l l a : 

v a a r i n l u o k i t e l t u j a h a v a i n t o j a ( 5 0 : s t a ) 
o s a - a i n e i s t o s s a 

1 2_ 
U1975 2 3 
U1976 2 6 
U1977 4 2 
U1983 4 3 
U1995 7 7 

J o t t a d i g r e s s i o a n a l y y s i n toimivuudesta s a a t a i s i i n k a s i t y s t a s s a 
m a l l i t y y p i s s a myos a i n e i s t o j e n p e i t t a e s s a pahemmin t o i s i a a n , 
kokeet t o i s t e t t i i n v i i d e l l a suuremmalla a i n e i s t o l l a 

U101-U105: 
Y=X(0.5,1)-0.5+E(0,0.25) (500) 
Y=X(0, l)+0.5+e(0,0.25) ( 5 0 0 ) , 

j o i d e n o s a - a i n e i s t o t r y h m i t t y v a t origon suhteen symmetrisesti 
s u o r i e n y=x*0.5 ymparilie.Koska odotusarvot ovat kahden hajonnan 
mitan paassa t o i s i s t a a n , a i n e i s t o t p e i t t a v a t t o i s i a a n y l i 15#sn 
osuudelta. 
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Kuva 9 . 1 ( a ) 
0 1 0 1 : 
Y = X ( 0 . 5 , l ) - 0 . 5 + e ( 0 , 0 . 2 5 ) (500) 
Y=X(0 , l )+0 .5+ f (0 ,0 .25 ) (500) 
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Kuva 9.1(b) 
U101: 
Y = X ( 0 . 5 , D - 0 . 5 + e ( 0 , 0 . 2 5 ) (500) 
Y=X(0 , l )+0 .5+e (0 ,0 .25 ) (500) 
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Taulukko 9.2 
a b c S D S D / S H a- b' S R 

U101 0.979(.018) —54K.026) .638(.C27) 175.92 0.342 .903 .019 515.10 
U102 1.005(.O21) -.601(.028) .594(.032) 171.06 0.328 .924 -.008 521.03 
U103 0.953(.016) -.512(.021) .630(.022) 169.93 0.347 .880 .067 490.22 
U104 0.948(.017) -,542(.024) .583(.026) 150.32 0.326 .885 .036 463.12 
U105 0.964CC22) -.5571.0.25) .5S6(.027) 157.31 0.327 .876 .027 481.18 
(U101(B) .893 -.658 .501 191.09 0.366 .923 -.009 521.62) 

Tulokset ovat taulukossa 9.2. Suluissa on ma i n i t t u parametrien 
likim&a'r&iset hajonnat. 
Parametrin a suhteen tilanne nayttSa aikaisemman k a l t a i s e l t a . 
Estimaatit b j a c ovat sen sijaan vahvasti harhaisia, kuten 
sopi odottaakin. Katsomme, vastaako harhan suuruus kohdassa 5 
e s i t e t t y a t u l o s t a . Koska nyt /*=1 j a \=1.1666 tamSn harhan t u l i s i 
kummallakin o l l a noin 16#. Tilanne e i kuitenkaan nSyta* symmetri-
seltS, s i l l a " b saa m i l t e i systemaattisesti i t s e i s a r v o l t a a n suurem-
pi a arvoja kuin c. T£Lma johtunee neljan aineiston painopisteen 
s i j o i t t u m i s e s t a origon y l S p u o l e l l e , mikS nfikyy b'-arvoista. 
On l u o n n o l l i s t a keskistSS a i n e i s t o t y-akselin suunnassa arvoon 
b' j o k a i s e l l a a i n e i s t o l l a erikseen j a y r i t t f i a harhan poistamista 
jakamalla erotukset b-b' j a c-c1 l u v u l l a 1.1666, kuten on tehty 
seuraavassa taulukossa. 

b c b» b-b' c-c • b-b' m c-c • 
U101 -.541 .638 .019 -.560 .619 -.480 .531 
U102 -.601 .594 -.008 -.593 .602 -.508 .516 
U103 -.512 .630 .067 -.579 .543 -.496 .465 
U104 -.542 .583 .036 -.578 .547 -.495 .469 
U105 -.557 .596 .027 -.584 .569 -.501 .488 

X -.551 .608 -.579 .576 -.496 .494 
N&in k o r j a t u t estimaatit vaikuttavat harhattomilta. Todellisuu-
dessa t u l i s i v i e i a n&ihin arvoihin l i s S t a b' . KSytannossa e i 
myQskaan tunneta etuk&teen heterogeenisuuden a s t e t t a eika s i i s 
korjausvakio \/f* ole tiedossa. Se on kui t e n k i n a r v i o i t a v i s s a 
suhteen SJJ/S^ arvon perusteella. 
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Tassakin tapauksessa havainnot on l u o k i t e l t u v alikoivan pns 
k r i t e e r i n avulla. Luokittelutulokaet ovat: 

vaarin luokiteltu;)a havaintoja (500:sta) 
osa-aineistoasa yht. 

1 2 
U101 58 100 15.8 
U102 79 96 17.5 
U103 73 84 15.7 
U104 89 90 17.9 
U105 80 86 16.7 
yht. 379 456 16.7 

Tulokaet va8taavat hyvin vi r h e l u o k i t u s t e n t e o r e e t t i a t a oauutta, 
joka on 100$(-1)<*16.87<. 

Taulukon 9.2 viimeinen r i v i kuvaa homogeeniata aineiatoa U101(B), 
jonka rakenne on 

U101: 
Y=0.9X(0,l)+e(0,0.49) (1000) 

Se on a l i a aaataviaaa aikaiaemmaata heterogeeniaeata aineiatoata 
U101 a i i r t a m a l l a molempien 08a-aineistojen havainnot auorien 
y=x±0.5 ymp&rilta 8uoran y=x ymparille. Samalla on kuitenkin 
satunnaiBvirhetta kaavatettu n i i n p a l j o n , e t t f i aineiston ominai-
auudet ovat t a v a l l i a e n lineaarisen m a l l i n mielesaS. aikaiaemman 
UlOl-aineiaton k a l t a i a e t . Kuviaaa 9.l(a,c) nahdaan molemmat 
ai n e i a t o t . Lienee melko vaikea havaita ailmamaSlraiaeati mitaan 
aivan vakuuttavia eroja tapauaten rakenteen v a l i l l a . Aineiaton 
U101(B) Sj^/S^-arvo 0.366 on k u i t e n k i n auurempi kuin aineiatojen 
U101-U105 j a vastaa hyvin homogeeniaen jakauman t e o r e e t t i a t a 
a l / a R " " a r v o a 0*363. A i n e i a t o l l a U101-U105 auhteen Ŝ /Ŝ  keakiarvo 
on 0.334 j a hajonta 0.010, mika v i i t t a a aiihen, e t t a jSannoa-
nelioaummasuhde t o i m i i taaa&kin tapaukaeaaa heterogeeniauuden 
oaoittimena. PitaviS p&atelmia e i tietenkSan v o i tehda nain 
r a j o i t e t u n kokeen pohjalta. 
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Kuva 9.1 (a) 
U101: 
M ( 0 . 5 , l ) - 0 . 5 + e ( 0 , 0 . 2 5 ) (500) 
Y = X ( 0 , l ) + 0 . 5 + c ( 0 , 0 . 2 5 ) (500) 
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T T "I" + 
Kuva 9 . 1 ( c ) U101(B) 
U101: 
Y = 0 . 9 X ( 0 , l ) + e ( 0 , 0 . 4 9 ) (1000) 
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9.2* Kahden lineaarisen mallin yhdJBtelma 

Huomion kohteena on nyt yleieempi digresaiomalli 
X + P l + £ 1 U0: 

l2 x+fr> + e2 
e l i kahden taysin e r i l l i s e n lineaarisen mallin yhdistelma. 
Tata on t u t k i t t u a r v o i l l a 0^=1,(J^=0,a2*0.7,(^=0.42 kayttaen 
kymmenta 200 havainnon aineistoa 

U501-U510: 
Y=X(0,l)+e(0,0.01) (100) 
Y=0.7X(l.4,l)+0.42+e(0,0.01) (100), 

milia valinnalla on haluttu saada aikaan lieva ep&lineaarisuuden 
vaikutelma, mikaii uskoo, etta aineisto on homogeeninen. 
Kuvassa 9*2 nakyy aineisto U501, j o l l e digresaioanalyysilla saa-
t i i n tulos 

„ fl.002x-0.0111 e , A n n 

yssto.706x+0.4074 • V81*4"' 
Jos aineisto sovitetaan tavalliseen lineaariseen m a l l i i n , saadaan 

y* 0.952x+0.04l8 , SR=5.787. 
Lineaarisen mallin selitysastetta voidaan hieman parantaa kaytta-
maiia vaikka kolmannen asteen polynomimallia, j o l l a tulos on 

y« 0.097+1.031x^0.0476x2-0.0121x3 , SR=4.256, 
mutta sekaan ei y l i a digressiomallin tasolle. 

Digressiomalli: Regressiomalli: 
&± b 1 a 2 b 2 SD a1 b' SR SD/SR 

U501 1.002 -.0111 .706 .407 1.477 .952 .042 5.787 0.255 
U502 0.987 .0015 .691 .427 1.431 .906 .070 7.319 0.196 
U503 0.992 -.0160 .696 .432 1.351 .897 .060 8.043 0.168 
U504 0.994 .0092 .683 .438 1.344 .881 .088 7.052 0.191 
U505 0.982 -.0371 .710 .394 1.566 .915 .046 7.359 0.213 
U506 0.963 -.0223 .678 .448 1.579 .895 .058 7.562 0.209 
U507 0.987 -.0039 .695 .433 1.790 .889 .073 8.155 0.219 
U508 1.004 -.0037 .692 .422 1.494 .883 .093 8.968 0.167 
U509 1.000 -.0100 .699 .422 1.625 .901 .075 7.514 0.216 
U510 1.012 -.0057 .687 .434 1.878 .913 .032 7.089 0.265 

x 0.992 -.0099 .694 .426 1.554 .903 .064 7.485 0.210 
s 0.014 .0130 .010 .016 0.175 .021 .020 0.832 0.032 
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Kuva 9.2(a) 
U501: 
Y=X(0,l)+e(0,0.0l) (100) 
Y=0.7X(l.4,l)+0.42+e(0-,0.01) (100) 
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Kuva 9.2(b) 
U501: 
Y=X(0,l) +e(0,0.0l) (100) © 
Y=0.7X(l.4,l)+0.42+e(0,0.0l) (100) • 
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Nyt e i ole l a i n k a a n h a v a i t t a v i s s a harhaa d i g r e s s i o e s t i m a a t t i e n 
k o h d a l l a . A n a l y y s i s i i s naytt&a toimivan m o i t t e e t t o m a s t i h u o l i -
matta s i i t a , e t t a l u o k i t t e l u t u l o k s e t ovat melko vaatimattomat 
v a r s i n k i n t o i s e n o s a - a i n e i s t o n k o h d a l l a , jonka p a i n o p i s t e on 
o s u t e t t u ensimmftisen a i n e i s t o n r e g r e s s i o s u o r a l l e . 

v a a r i n l u o k i t e l t u j a h a v a i n t o j a ( I 0 0 : s t a ) 
o s a - a i n e i s t o s s a y h t . 

U 5 C 1 
U 5 0 2 
U503 
U 5 0 4 
U 5 0 5 
U 5 0 6 
U 5 0 7 
U 5 0 8 

U 5 0 9 
U 5 1 0 

11 14 12.5 
4 18 11.0 
5 27 16.0 

10 15 12.5 
13 26 19.5 
7 19 13.0 
7 20 13.5 
7 20 13.5 
6 21 13.5 

y h t . 79 206 14.3 
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9»3» Vaihtuneet s e l i t t a . j a t 

P elkistettyna eeimerkkina usean muuttujan digressioanalyyeista 
eeitetaan m a l l i 

joka antaa mahdollisuuden s i i h e n , e t t a osassa havaintoaineistoa 
s e l i t t a j i e n x-̂  j a x 2 tehtavat ovat vaihtuneet. Tata mallia on 
t u t k i t t u vain a i n e i s t o l l a 

U601: 
Y=Xl(0,l)^22C2(=Xl+z(0,l))+3+e(0,0.7 2) (50) 
Y»2Xl(0,l)+X2(=Xl+z(0,l))+3+e(0,0.72) (50) 

e l i s i i s a r v o i l l a <x=l ,p»2 ,i?«3 j a tehtavaa on hieman vaikeutettu 
s i l i a , e t t a s e l i t t a j a t on tehty korreloituneeksi (korrelaatioker-
r o i n noin l/v?&0.7) valitsemalla X g ^ x ^ z , misea x-̂  j a z ovat 
riippumattomia 0,I-normaalisia muuttujia. 
Lisaksi t o i s t a osa-aineistoa, havainnot 51-100, on v a i h e i t t a i n 
s u p i s t e t t u , jo.tta s a a t a i s i i n kasitys menetelman toiminnasta 
e r i s u u r i l l a o s a - a i n e i s t o i l l a . Tuloe e r i havaintomaarilia on: 

1- 60 
0.829 
2.141 
2.943 
12.54 

Tarkastelemme t i l a n n e t t a v i e i a lahemmin taydelia havaintomaaraiia 
100. Osa-aineistojen pahasta paallekkaisyydesta jjohtuen havain-
to j e n l u o k i t t e l u e i voi onnistua hyvin. Virheluokitusten osuus 
onkin 3 75̂ « Huomattakoon k u i t e n k i n , e t t a vaikka parametrien oikeat 
arvot t u n n e t t a i s i i n , v i r h e l u o k i t u s t e n maara o l i s i s i l t i 34#. 
Nainkaan suuri l u o k i t t e l u n epavarmuus e i tassa tapauksessa nayta 
pahemmin hairinneen parametrien estimointia. 
Jos v e r t a i l u n vuoksi v i e i a koko aineisto sovitetaan tavalliseen 
lineaariseen m a l l i i n , eika s i i s lainkaan oteta huomioon mahdolli-
s i a s e l i t t a j i e n roolinvaihdoksia, saadaan tulos 

y«l. 586x^1.592x 2+2.890, 
joten vain vakiotermi saa oikeantuntuisen arvon. 

havainnot 1-100 1-75 
a 0.974 0.968 
b 2.127 2.116 
c 2.866 2.883 
S D 23.53 17.68 
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9.4. Epalineaariaet osamallit 

Viimeisena k a s i t e l l a a n epalineaarista digressiomallia 

- f x 
axe + e 

Tassa kokeessa satunnaisuuden a s t e t t a vaihdeltu kayttaen lahto-
kohtana aineistoa ( a = l , p = l , J = l . i ) 

U701: 
X(tas.(0,3)) (100) 
Y=Xe~ X+e(0,a 2) (50) 
Y=Xe~ 1 , 1 X+e(0,a 2) (50). 

Selittfeljan x arvot on s i i s saatu v a l i n (0,3) tasaisesta jakaumas-
ta j a s e l i t e t t a v a n y arvoja r a s i t t a a normaalinen satunnaisvirhe, 
jonka hajonta on a. Talle hajonnalle on kaytetty arvoja 
0=0.02,0.05,0.1. Kuva 9.3 e s i t t a a tapausta o=0.02. Kuvassa 9.3(b) 
nakyvat myb's regressiokayrat. Tulokset ovat: 

a a b c 
0.02 0.993(.032) 0.989(.02l) 1.104(.02l) 0.0241 
0.05 1.037 0.974 1.175 0.1142 
0.1 1.085 0.927 1.302 0.4352 
Tarkastelemme pienimman satunnaisvaihtelun o=0.02 omaavaa ai n e i s 
toa hieman tarkemmin. Parametrien hajontojen ohella on la s k e t t u 
myb's niiden k o r r e l a a t i o t 

a b c 
a 1 0.97 0.94 
b 0.97 1 0.91 
c 0.94 0.91 1 

joiden suuruudesta huolimatta m a l l i nayttaa loytaneen s u h t e e l l i -
sen tarkat parametrien arvot. Havaintojen l u o k i t t e l u t a r k k u u s on 
noin 20^ kummassakin osa-aineistossa. Aineisto on s o v i t e t t u mybs 
regr e s s i o m a l l i i n 

y=<x' xe~ P' x+e 
j a tulos on a1=1.003,bf=1.041,S„=0.0702. 
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Kuva 9.3(a) 

X(tas.(0,3)) (100) 
Y=Xe~X+e(0,0.022) (50) 
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Katsomme v i e l a , mita tapahtuu vastaavanlaiselle homogeenista 
alkuperaa o l e v a l l e a i n e i s t o l l e samassa analyysissa. Aineisto 

U701: 
X(tas.(0,3)) (100) 
Y=Xe~ 1 , 0 5 X+e(0,0.03 2) (100) 

tuottaa m a l l i i n y s a ' x e ' ^ + e sovitettuna tuloksen a'=1.013, 
b'=1.052,SR=0.0791 j a d i g r e s s i o m a l l i i n sovitettuna a=1.007, 
b=0.997,c=l.102,SD»0.0396. 
Odotetusti digressiomalli jakaa tamankin aineiston kahtia jopa 
samannakoisin parametrinarvoin kuin heterogeenisessa U701-aineis-
tossa. Kuitenkin j a l l e e n jaannosnelibsumman suuruus p a l j a s t a -
nee eron; S D/S R-arvo 0.501 lieneemerkitsevasti suurempi kuin 
heterogeenisella a i n e i s t o l l a saatu S^Sp^O.343• 
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10» Loppupaatelmia 

Edelia kuvatut kokeet antanevat melko rohkaisevan kaaitykaen 
digressioanalyyain toimivuudeata. Huolimatta kohtalaisen suu-
r i a t a , a i n e i s t o j e n paailekkaiayydeata j o h t u v i a t a havaintojen 
l u o k i t t e l u v i r h e i a t a analyysi nayttaa toimivan tyydyttav&sti 
parametrien estimoinnissa. Luonnolliaena aelityksena t a i l e i l m i -
b l l e t a r j o t t i i n jo alussa a i t a , e t t a v irheluokitukset kohdiatu-
vat etupaassa osamallien v a i i i n j a a v i i n neutraaleihin havaintoi-
h i n , j o t k a vaikuttavat regressiomallin parametrien eatimaattei-
h i n vahemman kuin vaihtelualueen r e u n o i l l a olevat havainnot. 
Olen k o k e e l l i s e s t i todennut, e t t a t a v a l l i s e s sa kahden muuttujan 
regressioanalyysissa saattaa poistaa s e l i t t a v a n muuttujan vaih
telualueen keskelta vaikkapa puolet koko havaintomaarasta ilman, 
e t t a estimaattien tarkkuus k a r s i i olennaiseati. 

Luokitusvirheet aaattavat k u i t e n k i n vaikeuttaa digreaaioanalyy-
s i a aiheuttamalla harhaa j o i h i n k i n eatimaatteihin. Joiseakin 
tapaukaisaa tuo harha on a r v i o i t a v i s a a j a ehka poiatettaviasa 
jaann6anelib8ummavertailujen a v u l l a , mutta naista mahdollisuuk-
s i a t a e i ole t o i s t a i s e k a i r i i t t a v a a nayttba. 
Hankalin ongelma kaytannossa lienee se, e t t a d i g r e a a i o a n a l y y 8 i 
saattaa nahda heterogeenisuutta s e l l a i s i s s a k i n aineistoissa, 
j o i s s a s i t a e i t a a t u s t i ole. Eraa taman l i i o i t e l l u n digreasio-
e f e k t i n ilmentymahan on j u u r i eraiden estimaattien harhaisuua. 
Tata heikkoutta on vaikea poiataa. On aen t&hden tarkeata k e h i t -
taa l u o t e t t a v a menettely valeheterogeeniauuden erottamisekai 
oikeaata. Eraat edelia e a i t e t y t koetulokset o a o i t t a v a t , e t t a 
jaannbsnelibaummaauhde Sp/SR vaikuttaa hyvaita k r i t e e r i l t a . 
T u l i a i k u i t e n k i n h a l l i t a sen jakauma e r i digressioprobleemoisaa. 
Ainoa toimiva keino on t o i a t a i a e k a i taman jakauman a i m u l o i n t i . 

Monet miel e n k i i n t o i a e t kysymykaet ovat tassa vaiheessa jaaneet 
kasittelematta• 
Joissakin sovellutuksissa osa havainnoista on ehka t u n n i s t e t t a -
viBaa varmasti t a i t i e t y l i a todennakbiayydelia tunnetaan niiden 
alkupera. O l i a i paikallaan a e l v i t t a a , miten t a i l a i n e n l i a a t i e t o -
us a a a t a i s i i n kayttbbn. Eras mahdollisuua on painottaa havainto-
j a valikoivaa pna-kriteeria kaytettaeaaa taman tunniatusvarmuuden 
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mukaisesti. 
I t s e d i g r e s s i o k r i t e e r i a , valitoivaapns-keinoa, v o i monella tapaa 
muuntaa. Olen k o k e i l l u t jonkin verran itseisarvosummakriteeria, 
mutta tulokset ovat o l l e e t r i s t i r i i t a i s i a menettelyjen v e r t a i l u n 
kannalta. Koska poikkeukselliset havainnot saattavat pahasti 
v&aristaa t u l o k s i a , k r i t e e r i a on joskus ehka syyta taydentaa pa-
himmat mittausvirheet p a l j a s t a v i l l a l i s a e h d o i l l a . Virheluokitus-
ten aiheuttamia ongelmia saatetaan vahentas painottamalla havain-
t o j a s i t e n , e t t a paino r i i p p u u havainnon s i j a i n n i s t a e r i osamal-
l i e n suhteen. Paino on esim. s i t a pienempi, mita voimakkaammin 
osamallit k i l p a i l e v a t havainnosta. 
Laskennallisella p u o l e l l a on hyo d y l l i s t S kehittaa algoritmeja, 
j o t k a paremmin kuin y l e i s e t epalineaariset optimointimenetelmat 
ottavat huomioon ongelman e r i t y i s p i i r t e e t . En pida mahdottomana, 
etteiko kohdassa 6 esitetyssa esimerkissa mainittua ratkaisuta-
paa v o i t a i s i y l e i s t a a . 
Tassa tutkimuksessa digressioanalyysia on k & s i t e l t y lShinna reg-
ressioanalyysin yleistyksenSL j a parametrien estimointimenetelma-
n£. Sen kayttb'bn k l u s t e r o i n t i k e i n o n a e i ole paljon puututtu. 
Tuntuu ku i t e n k i n mahdolliselta, e t t a regressiomallien avulla 
tapahtuva muuttujien riippuvuuden t a v a l l i s t a tarkempi huomioon-
ottaminen saattaa o l l a hyodyksi myos punt aas sa havaintojen luo-
k i t t e l u s s a . Yleensahan luokittelumenetelmat toimivat tassa suh-
teessa melko lbysien s&antbjen mukaan. Esim. aineistoa U101 
(kuva 9.1) tuskin mikaan tavanomainen klusterointimenettely 
u s k a l t a i s i pilkkoa kahteen osaan. 
Missa alustavissa tarkasteluissa on t a r k o i t u k s e l l i s e s t i tyydyt-
ty kayttamaan vain keinotekoisia a i n e i s t o j a , j o l l o i n t o s i t i l a n -
teen tuottamat lisaongelmat on saatu pysymaan l o i t o l l a j a t u t -
kimus on voinut k e s k i t t y a analyysin perusominaisuuksiin. On s e l -
vsla, e t t a t a l l a i s e n analyysitekniikan hiominen edellyttaa k u i 
tenkin myos kokeilua t o s i a i n e i s t o i l l a . 
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L i i t e Koeaineisto.jen generointi 

J o t t a tfissa tutkimuksessa s u o r i t e t u t kokeet o l i s i v a t h elposti 
t o i s t e t t a v i s s a j a t k e t t a v i s s a , k a i k k i simuloidut a i n e i s t o t 
l u o t i i n seuraavalla yhtenaisella menettelyliS. LahtSkohtana on 
"sekakongruenssiperiaatteella" toimiva pseudosatunnaisluku-
generaattori ( k t s . esim. Mihram, 1972) 

V^n-l* 0 ( m o d m ) ' 
joka tuottaa tayden jakson m mittaisen kokonaislukujonon 
u o " s 0 , u l , 1 J , : 2 , " # ,um-l» m i k a l i 

1) c j a m ovat keskenaan jaottomia, 
2) asl (mod p) j o k a i s e l l e luvun m alkutekijal.le p, 
3) asl (mod 4). 
Lukuja un/m,n=l,2,... voidaan t a l l b i n p i t a a riippumattomina j a 
t a s a i s e s t i jakautuneina v a l i l l a (0,1). 
J o t t a a i n e i s t o t v o i t a i s i i n luoda h e l p o s t i hyvin r a j o i t e t u n k i n 
sananpituuden omaavalla koneella, generaattorin parametreiksi 
v a l i t t i i n m=10 , j o l l o i n ehdot 2-3) pelkistyvSLt muotoon 
asl (mod 20), c=95*59049, a=a i=20(1000+j)+l,j=l,2,...,3000. 
Generaattorista 

u =a.u -,+9** (mod 10^) n i n-1 v ' 3 

kaytetaan tunnusta Uj. Generaattoriperhetta Ul,U2,...,U3000 
e i ole erikseen p e r u s t e e l l i s e s t i t e s t a t t u , 

Generaattorien U1-U6 "tuotantoa": 

Ul U2 U3 U4 U5 U6 
1 59049 59049 59049 59049 59049 59049 
2 79078 6C058 41038 22018 2998 83978 
3 79687 81427 22367 2507 21847 80387 
4 72476 37556 63436 2116 5596 25876 
5 1045 18845 48645 50445 44245 10045 
6 80994 31694 26394 45094 27794 74494 
7 39923 38503 49083 91663 46243 52823 
8 57432 97672 13112 43752 89592 10632 
9 5121 3601 98881 42961 47841 85521 

10 86590 26690 10790 58890 10990 27090 
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Normaalisti jakautuneet muuttujat g e n e r o i t i i n Mullerin l o g - t r i g -
muunnoksella 

x=(-21og u) 1 / / 2cos(21Tv) 
y=(-21og u)1//2sin(2'»rv), 

joka muuntaa riippumattomat, t a s a i s e s t i y l i v a l i n (0,1) jakautu-
neet muuttujat u,v riippumattomiksi 0,1-normaalisiksi muuttujiksi 
Nain luotuja normaalisia muuttujia j a n i i s t a lineaarimuunnosten 
a v u l l a rakennettuja johdettuja muuttujia merkitaari X (M , O * ) , missS. 

2 
j*=odotusarvo 3 a a =varianssi. 
Koeaineistot t e h t i i n yhdistelemalla nain syntyneita muuttujia 
kaytbssa olevan mallin mukaisesti. A i n e i s t o i s t a kaytetaan seuraa-
v a n l a i s i a koodimerkintoja: 
Esim. 

U5: 
Y=2l(0,l)+3+e(0,0.25)- (100) 

t a r k o i t t a a generaattorin U5 a v u l l a luotua 100 havainnon j a kahden 
muuttujan y,x a i n e i s t o a , joka j S l j i t t e l e e m a l l i a 

y=2x+3+£, 
missa x~N(0,l) j a e~N(0,0.25). Osoituksena s i i t a , ett& x j a y 
ovat h a v a i t t u j a muuttujia, n i i t a vastaavat symbolit X j a Y on 
a l l e v i i v a t t u aineiston koodimerkinnassa. 
Aineistot generoidaan havainnoittain j a havaintojen s i s & l l a 
s e l i t t a j i e n j a virhetermin arvot v a l i t a a n s i i n a jarjestyksessS,, 
j o s s a ne e s i i n t y v a t mallin merkinnass&. 
Edella U5-generaattorilla maaratyn esimerkkiaineiston ensimmaiset 
havainnot ovat: 

y X 
1 .3.8886 0.1922 
2 5.0202 0.6007 
3 5.4033 1.2574 
4 1.9818 -0.7555 
5 5.0150 0 .7734 
6 4.4916 0.5888 
7 5.7582 1.1057 
0 4.7961 1.0359 
9 2.4695 -0.5273 

10 5.0445 0.8069 
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